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 36 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

  مشتق 4فصل   

fفرض کنید تابع مشتق تابع در یک نقطه: (x) يدر یک همسایگی نقطهaتعریف شده باشد. اگر حد
x a

f (x) f (a)lim
x a

fگوییم تابع موجود باشد، یعنی عدد شود اصطلاحاً می  (x)  در

x a  مشتق پذیر است و مقدار آن را با نمادf a دهیم.نمایش می 
 

x a

f (x) f (a)f a lim
x a

 

 ارز است به صورت زیر است:تعریف دیگري که با تعریف فوق هم

h

f (a h) f (a)f a lim
h

m  

fتذکر: اگر این حد عدد یکتایی نشود و یا وجود نداشته باشد، تابع  (x) يدر نقطه x a .مشتق ناپذیر است 
 

 شود.هاي زیر استفاده میبراي محاسبه مشتق تابع در یک نقطه از یکی از روش

x a

f (x) f (a))f a lim
x a

1  
h

f (a h) f (a))f a lim
h

2 m  

 
 کنیم:در روش اول به شکل زیر عمل می 

f. محاسبه 1 (a)    2 تعیین .f(x) f(a)    3 تشکیل و ساده کردن .f (x) f(a)
x a

. محاسبه حد 4     
x a

f (x) f(a)lim
x a

0که داراي ابهام  
هاي رفع ابهام است و روش0

 آن را در حد دیدیم.
 

 کنیم:به شکل زیر عمل میدر روش دوم  

f. محاسبه 1 (a)    2 تعیین .f (a h)    3 محاسبه .f(a h) f(a)    4 محاسبه حد .
h

f (a h) f (a)lim
h0

0که داراي ابهام  
 است. 0

 
f(x)پذیري تابع با استفاده از تعریف مشتق، مشتق)  86 x | x xرا در نقطه 2|  )94(شهریور  مورد بررسی قرار دهید.  2

 پاسخ:

x

x x

x

x(x )lim f '( )
f (x) f ( ) x | x | xf lim lim

x x x(x )lim f '( )
x

2
2 2

2

2 2 22 2 0 22 2 2 2 2 22

 

 تابع در این نقطه مشتق پذیر نیست. زیرا مشتق چپ و راست آن با هم برابر نیست.
 

fبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع)  87 (x) x2 xيرا در نقطه1 a.94(خرداد  محاسبه کنید( 
 پاسخ:

h h h

h h

f (a h) f(a) (a h) a a ah h af (a) lim lim lim
h h h

ah hlim lim a h a
h

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1 1

2 2 2

m lim lim
h h hh hh

h
m lim a h a

h
2 2a ha h

 

fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع )  88 (x)
x
xرا در نقطه  1  بررسی کنید. 1

 پاسخ:

x x x x x

x
f (x) f( ) xx xf '( ) lim lim lim lim lim

x x x x(x ) x1 1 1 1 1

1 111 1 11 11 1 1 1  
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fمشتق پذیري تابع )  98 (x) x2 xرا در نقاط  1  بررسی کنید. 1
 پاسخ:

                                                                                                                                        x

x

x

x x
lim fx xf lim

x x x
lim f

x

2
1

1

1

1 1 2 11 0 11 1 1 1 2 11

 

fمشتق تابع   )90 (x) x x3 xي را در نقطه 3  با استفاده از تعریف مشتق بیابید. 1
 پاسخ:

x x x x

x x xf(x) f ( ) x xf lim lim lim limx x
x x x

23
2

1 1 1 1

1 41 3 41 4 61 1 1   راه اول)                                     

h h h

h h h

h h h hf h f ( ) h h
f lim lim lim

h h h
h h hh h hlim lim lim h h

h h

3 33

23 2
2

1 3 3 3 3 41 1 1 3 1 41

3 66 3 3 6 6

m lim lim
h h hh hh

h h
m lim lim h

h hhh
3 6 6h

  راه دوم)                       

 

fمشتق تابع  با استفاده از تعریف مشتق، ) 91 (x) x4  .88(هماهنگ کشوري  را به دست آورید(  
 

 پاسخ:
 

h h

h h

x h x x h x x h x
f x lim lim

h h x h x

x h x hlim lim
xh x h x h x h x

4 4 4 4 4 4
4 4

4 4 1
2 44 4 4 4

m lim
h hh

h
m lim

hhh h x hx hx h x hx h h

 

yمشتق راست: در تابع f(x)اگر
h

f (a h) f(a)lim
h0

fموجود باشد (عدد شود) این حد را مشتق راست تابع (x)درx a نامیده و با نمادf (a) نشان
 دهند.می

yمشتق چپ: در تابع f(x)اگر
h

f (a h) f(a)lim
h0

fموجود باشد (عدد شود) این حد را مشتق چپ تابع (x)درx a نامیده و با نمادf (a) نشان

 دهند.می
 

 اي مشتق پذیر نیست.پیوستههر تابع مشتق پذیر، پیوسته است ولی هر تابع 
 عملاً پیوستگی شرط لازم مشتق پذیري است ولی کافی نیست.

 اند ولی مشتق پذیر نیستند.یعنی توابعی وجود دارند که پیوسته
 
 
 
 
 

  

 

فقط پیوستگی راست داشته باشد در آن نقطه مشتق چپ ندارد و مشتق راست نیز باید بررسی شود و  اگر تابعی در 
 چنین اگر تابعی فقط پیوستگی چپ داشته باشد در آن نقطه مشتق راست ندارد و مشتق چپ آن باید بررسی شود.هم

 ت.ناپذیر استابع در این نقطه مشتق

 گویا کردن
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fهاي چپ و راست تابع با استفاده از تعریف مشتق، مشتق)  92 x x xرا در  2  )92در صورت وجود بیابید. (خرداد  2
xپاسخ: تابع در                پذیر نیست.مشتق 2

                                                                    x

x x

x

xlim f
x xlim x f( ) f lim

xx
lim f

x

2
2 2

2

2 1 22 0 22 0 2 2 22 1 22

 

 خالی عبارت مناسب قرار دهید:در جاهاي )  93
fي مشتق پذیري تابعالف) دامنه     (x) x . .................... برابر است با 

g(x)ب) شیب خط مماس بر نمودار تابع     
x
xدر  1  برابر است با ...................... . 1

 خ:پاس

(الف f ff (x) x D , f (x) D ,
x

10 0
2

 

(ب g (x) m g ( )
x2

1 1 1  

 
 انتخاب کنید. Bهاي ستون را از بین گزینه Aپاسخ هر عبارت ستون)  94

 
 
 
 
 
 

 پاسخ:
           صحیح است.» و«ي ) گزینه1

                                                                                         f fx D , f (x) D ( , )
x

1 2 11 2 0 2 22 1 2
 

xتابع در صحیح است.» ج«ي ) گزینه2                        پیوستگی چپ ندارد، بنابراین مشتق چپ آن وجود ندارد.1
x
lim x f( )

1
2 2 1 1 2 

 

x                          صحیح است.» د«ي ) گزینه3

x x

x

x
limx x xf ( ) lim lim f ( ) f ( )

x x x
lim

x

2
2 2

2

2 12 0 2 22 2 2 02 2 2 12

 

 Bستون 
 د) صفر 1الف) 

)ب)  , )1
 4هـ)  2

)و)  ج) وجود ندارد , )1
2 

 Aستون 
yي مشتق پذیري تابع) دامنه1 x1  کدام است؟2
y) مشتق چپ تابع 2 x2يدر نقطهx  کدام است؟1
y) در تابع 3 x2 حاصلf ( ) f ( )2  کدام است؟ 2

 جواب نهایی
 جواب نهایی

 

 روش زیر عمل کنید: براي حل مسائل مربوط به مشتق پذیري در یک نقطه به
x) پیوستگی تابع در 1 a را بررسی کنید. یعنی باید

x a
lim f (x) f(a)ها برقرار نبود مشتق آن نیز وجود اگر یکی از پیوستگی

 اي و براکتی)خصوص در توابع قدرمطلقی، چند ضابطهندارد. (عدم وجود مشتق را بیان کنید. به
باشیم: کنیم. اگرداشته) مشتق چپ و راست را ازراه تعریف بررسی می 2  

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)lim lim f a
x a x a

عدد شود 
xگوییم تابع در می a.مشتق پذیر است 

 بررسی پیوستگی
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 مشتق توابع: يهاي محاسبهروش 
      f(x) c f (x) 0 

f (x) sin x cos x f x2 2 1 0 
n n

n n

f (x) ax f x nax

f x au f '(x) anu u

1

1 

f(x) x f x x7 62 14  
h(x) f (x) g(x) h x f x g x

h x f x g x h x f x g x g x f x
 

f (x) x x x x f x x x x x x x x2 3 2 3 2 2 22 3 1 4 2 3 4 3 4 2 3 12 4 2 3 1  
f x f x g x g x f x

h x h x
g x g x2 

x x xxh x h x
x x

22

2
2 1 1 11

1 1
 

n m
n n m

ax b ad bcf x f x
cx d cx d

au b ad bcf (x) f x u
cu d cu d

muf x u f x
n u

2

2 

 
 
 
 
   . مشتق بگیرید ) 95  

                                                                                                            ) f x x x f x x x
x

1 1 112 2 21 1 11 12 2 2
  

 
                                                                                                                                                     

                                                                                              x (x ) ( )( x ) x) f (x) f x ( )( )
x xx

4
3

2
2 1 2 2 1 2 1 2 12 42 22

 

                                                                                 
x x x x x

) f x f x
x x

3 2 32 2 2

2
3 1 3 6 3 1 1 3 1 1

3 1 1
 

 

) y x x y x x x
x

5 5 414 2 1 2 1 5 2 2 1
2

 

x x x xx) y y
x x

2 22

2 4
2 3 5 2 3 3 5 115

3 5 3 5
 

n n 1y y n      عبارت هاي جبري  مشتق عبارت جبري عبارت هاي جبري 

 توان  عبارت کسري با یک توان کمتر مشتق عبارت کسري

 مهم 

 مهمند  

   مشتق تابع ثابت صفره
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 مشتق توابع زیر را به دست آورید. (ساده کردن مشتق الزامی نیست.))  96
x)f (x)
x

52 11                   x) g(x) ( x)( )2 5 7 4 3   

 پاسخ: 
(x) ( )( x ) x) y ( )( )

xx
x) y ( ) ( x)

x

4
2

2 1 2 1 2 11 5
7 12 4 5 73 32 5 7

 

 مشتق توابع مرکب 

x يدر نقطه g(x)فرض کنیم تابع  a  مشتق پذیر و تابعf x  درg a گاه تابع مشتق پذیر باشد. آنh x f g x  درx a  مشتق پذیر
 است و داریم: 

h(x) f g x h a g a f g a   

                                                                                                                            m mf u u f u , u m u u 1 

اگر) 97
x

f h f
lim

h
2 2 2

3m  باشد، مشتق تابعf x xدر  1  را به دست آورید. 5
 پاسخ:

h h

x

f h f f h f
lim lim f f

h h

f x f x f
x 5

2 2 2 2 2 22 23 3
1 1 1 2 11 1 24 4 3 62 1

m lim
h hh

  

 

fاگر  ) 89 x
x2

1
2 fگاه مشتق تابع باشد، آن 3

x
xرا در  1 2

 به دست آورید.  2

 پاسخ:

f f
x xx x

x

2 2 22
2

2
2

1 1 1 1 1 1 22 2 2 3 712 3
 

fاگر )  99 x x2 yباشد، مشتق تابع  1 f x x25  را نسبت بهx  .85(هماهنگ کشوري  تعیین کنید ( 
 پاسخ:

                     y f x x y ( x x) f ( x x) y x f x x x x x
22 2 2 2 25 5 5 10 1 5 10 1 5 1 

fمشتق )  100 x3 6 xي در نقطه 2  کدام است؟  2به طول  ايدر نقطه fاست. مشتق تابع   2برابر   1
xپاسخ:  x3 6 2 2 1  

                                                                                 

      
x

x

x x f x f x f f
x

3 3 3
21 3

1

6 66 2 2 1 6 2 6 2 2 2 2 4123 6 2
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 اي روي منحنی:خط مماس و قائم در نقطه يشیب خط مماس بر منحنی و  معادله  

yبر منحنی نمایش تابع واقع aاي به طول در نقطه   Lاگر خط  f (x) ،مماس باشد 
 آید: زیر به دست می يشیب خط مماس از رابطه

 

                    
x a

f (x) f (a)m tan lim f a
x a

 

 
       

yبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع ) 101 x2 ي خط مماس بر منحنی این تابع را محاسبه نماید. سپس به کمک آن معادله 1اي به طول را در نقطه 1
 خارج کشور) 94واقع بر منحنی تابع بنویسید.                                    (شهریور  2اي به طولدر نقطه

 پاسخ:

                                                                                      
x x x x

f (x) f( ) x ( ) (x )(x )f ( ) lim lim lim lim(x )
x x x

A L : y (x )
( )

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 11 1 21 1 1
2 3 2 22 1 3

 

xyي خط مماس بر نمودار تابع معادله)  102
x Aي را در نقطه 2 ,3  )92(خرداد  به دست آورید.  3

y                              پاسخ:                                                                   m y y x
x 32

2 2 3 2 3
2

 

fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع  )  103 (x) x3 را در نقطه دلخواهa حساب کنید. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطهA ,1  به دست آورید.  1

 

 پاسخ: 

x a x a x a

x a x ax af (x) f (a) x af '(a) lim lim lim a
x a x a x a

f (x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

2 23 3
2

23 2

3
1 13 1 3 1 3 1 13 3

 

fي خط مماس بر تابعمعادله)  104 (x) x3 xيدر نقطه1  را بنویسید.1
 پاسخ:

x x x

f (x) f( ) xf (x) x f ( ) lim lim lim
x x (x )

3
3

21 1 1 3
1 1 0 1 11 1 1 1 01

 

xبنابراین خط مماس بر تابع در :L  است. ي آن همان طول نقطههاست و معادلهyخطی موازي محور1 x 1 

 

   خواهیم مماس یا قائم در آن رابنویسیم معلوم کنید.اي که می) اول مختصات نقطه1

و  را تعیین کنید این همان شیب خط مماس است.  مشتق بگیرید و ) از تابع2

 خوان)شیب خط قائم است. (بعضی وقتا این مشتق رو از راه تعریف می  

 شوند:ي خط قائم به شکل زیر نوشته میي خط مماس و معادله) معادله3

 

 خط قائم

  Aينقطهشیب خط مماس در 
 

  خط قائم   خط مماس 
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 آهنگ تغییر و آهنگ متوسط  
 
 
 
 
 
 
 
 

fتابع )  105 x ي با ضابطهf (x) x x2 5  داده شده است. 4
 تعیین کنید. xالف) دستور کلی آهنگ متوسط تغییر این تابع را نسبت به متغیر 

xب) آهنگ متوسط تغییر این تابع را وقتی  / , x0 4  را به دست آورید. 3
xج) آهنگ آنی را در   به دست آورید. 3

 پاسخ:

 (الف
x x x x x xy

x x

2 25 4 5 4
 

 

 (ب
/ /y / / /

x / / /

2 23 0 4 5 3 0 4 4 3 5 3 4 1 2 0 16 2 3 36
0 4 0 4 0 4  

                                                                   
x

f x x f x
lim f x f x x x

x
2

33
3 5 4 2 5 11m ج) 

 
fاگر )  106 t t t2 tدر بازه ي زمانی   fباشد ، نسبت آهنگ متوسط تغییر  tنمایش جمعیت یک نوع باکتري در زمان   3 /1 1 به آهنگ لحظه  2

tدر  fاي تغییر   کدام ا ست ؟   1

                                                                                                                  

x

/ /f / f / /
/ /

/f t /

2

1

1 2 3 1 2 1 31 2 1 1 4 5 21 2 1 2 2
5 21 2 3 5 1 45

/ /4/ 5 2/
/ 2/

4
 

 
9,) در چه نقطه اي از بازه 107 fآهنگ لحظه اي  25 (x) x با آهنگ متوسط آن برابر است ؟ 

                                   f f
, f x x x

x x
25 9 25 9 2 1 1 1 4 1625 9 16 16 82 2

 

 
 
 ثانیه از رابطه ي   tسوراخی در ظرف ایجاد میشود اگر حجم مایع باقی مانده در ظرف پس از   tدر لحظه  .لیتر مایع است  4) گنجایش ظرفی  810

t
tV

2
4 1 1

t1  می شود  ؟   1,1,متوسط  آن در بازه به دست می آید در چه زمانی آهنگ تغییر لحظه اي برابر آهنگ تغییر    1

                                                          
V V t t, V t

t t

1 4 4 1 8 48 1 11 1 1 1 1 1 1 1
2 1 55

V t tV t4 1 8 4t tV t 1184 1 1, V t 1 18 11 11 1 1 1,, V t 118 11 1

1
  

 

 دهداده ش يیعنی مشتق تابع در نقطهاي، همگی بر تابع، تغییر آهنگ یا تغییر آنی، تغییرات لحظهشیب خط مماس             

   يشیب خط مماس در نقطه  تغییر آهنگ                        

حالا آهنگ تغییر رو مساوي تغییرات متوسط قرار می دیم 


