
 

         به سبک روحانی                                                 3ریاضی    

 24 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 حد   3فصل    
 

                                                          بخش پذیري 
 

gفرض کنید  x , p x  دو چند جمله اي با شند در این صورت چند جمله اي هاي  منحصر به فردr(x), q(x)  وجود دارند به طوري کهp x g x q x r(x) 

 p x  را مقسوم وg x  را مقسوم علیه وq x  را خارج قسمت وr x  . را باقی مانده می نامند 
 
 

pاگر    x  از درجهn  و مقسوم علیهg x  از مرتبهm   باشد آنگاه خارج قسمتq x  از درجهn m  و باقی ماندهr x درجه ي   حداکثر ازm ا ست .  1
 

     
 مثال 

                                                                                                                                        

x x x
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1

2 1
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pرا چنان بیابید که چند جمله اي  kمقدار )  59 x x kx x3 22 xبر   3  بخش پذیر باشد .   1
 
                                           (x x p k k3 21 1 1 2 1 1 1 3 2x p k k3 2k 2x p k kp kkk                      
 
 

xرا طوري تعیین کنید که عبارت  kمقدار )  60 x kx3 28 4 x2بر  8  بخش پذیر با شد ؟  1
 

                                                                (x x p k k
3 21 1 1 1 12 1 8 4 8 122 2 2 2 2 kkp1 1 1 1 1kk 12kkx p 22222 p 

                   برابر ا ست با :   بر    یک چند جمله اي آنگاه باقی مانده تقسیم ،  اگر  ) 1
 
ابتدا مقسوم علیه را مساوي صفر قرار می دهیم و ریشه آن را   بر    براي پیدا کردن باقیمانده تقسیم  )  2

بر  باشد ،   بدیهی ا ست که اگر   قرار می دهیم آنگاه داریم :   جاي بدست آورده و در مقسوم به 

 بخش پذیر ا ست  

p x  4مقسوم : درجه g x  1مقسوم علیه  : مرتبه 

q x  3خارج قسمت : مرتبه 

r x باقیمانده صفر شده یعنی  بخش پذیراست 
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 25  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

 مفهوم حد  
fفرض کنید تابع  xي در یک همسایگی متقارن محذوف نقطهx a گوئیم تابع گاه میتعریف شده باشد، آنf x  در نقطهx a  حد دارد و مقدار آنL  است هر وقت با

fمقادیر  aبه سمت  xمیل کردن  x  هم به سمت عدد معینL  میل کند. در واقع حد یعنی رفتار تابع در مجاورت نقطهa  و اصلاً ربطی به مقدار تابع در نقطهa .ندارد 
 
 
 
 
 
 

fمیل کند و تابع  aاز طرف راست به سمت  xاگر  حد راست: - x  به عددي مانندL1 گوئیم تابع نزدیک شود، میf ي در نقطهa رو حد راست دارد و به صورت روبه
   دهیم: نشان می

x a
lim f x L1 

fمیل کند و تابع  aاز طرف چپ به سمت  xاگر  حد چپ: - x  به عددي مانندL2 گوئیم تابع نزدیک شود، میf ي در نقطهa رو نشان حد چپ دارد و به صورت روبه
  دهیم:می

x a
lim f x L2  

 
 بررسی حد تابع از روي نمودار:

 کنیم:براي تعیین حد تابع از روي نمودار به شکل زیر عمل می
ها را با نمودار تابع به دست کنیم و محل تقاطع آنها خارج میxکنیم از این نقاط از راست به چپ خطوطی عمود بر محور انتخاب می aها در سمت راست نقطه  xابتدا چند نقطه روي محور 

انجام  aکنیم. همین کار را از سمت چپ نقطه شوند را مشاهده میاز سمت راست نزدیک می aها به xتابع هنگامی که  yکنیم. با این کار رفتار ها عمود می yآورده و از نقاط تقاطع به محور 
 حد دارد. aگاه تابع در نقطه ها برسند آن yروي محور  Lبه عرض  x=aدر  fهایی سمت چپ و راست نمودار دهیم اگر شاخهمی
 

xنمودار تابع )  61 x
f x

x x2

1 12
4 1

xرا رسم کنید و به کمک آن وجود حد تابع را در    بررسی کنید. 1

 پاسخ:
 

 

 

fنمودار )  26 (x)  شکل مقابل است. حاصل عبارت
x x
lim f(x) limf(x) f( )

2 1
3 2  را به دست آورید.3

    
 

 پاسخ:
 

x x

x x

lim f(x) limf(x) f ( )

lim f(x) limf(x) f ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 1

3 3 3 4
3 2 3 3 3 3 2 4 14   

 
 
 هاي زیر را به دست آورید.حاصل حد f) با توجه به نمودار تابع 36

                             :   پاسخ
xx

x x

lim f(x) limf(x)

lim f(x) lim f(x)

10

0 0

1 2

1 1 2
  

  

 

 

 

x                     :تابع در این نقطه حد ندارد زیرا 

x

lim x

lim x
1

2
1

1 1
2 2

4 4 1 3
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 26 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 مطلقصفر 
fهاي یک بازه xدر تمامی یک بازه همواره صفر باشد یعنی به ازاي  مطلق یعنی تابع اياساساً صفر (x)ساخته شود صفر مطلق است ي که به وسیله براکتشود. مثلاً صفرمی. 

                                                                                                                                          
x

x

1 1 1
1
1 1x

 
x 1

 

                                                                                                                                                                             x [ , ) [sinx]2  , ) [sinx]2
                                                                                                .تو یه بازه این تابع صفره. بنابراین صفرش مطلقه 

x
lim[sinx] [sin ] [ ] m[sinx]ق  ] [ ]    ق

 حدود توابع کسري
براي محاسبه حد توابع کسري به نکات زیر توجه داریم:

    
 

      کنیم. خلاصاگر صورت و مخرج کسر صفر نشه که خیلی راحته. مقدار گذاري می

                                                                                                                                                                        

     اما اگه فقط مخرج صفر حدي بشه و صورت عدد ناصفر، جواب حد بی نهایت میشه. 

                                                                                                                                                                                              
x a

f (x) Llim
g(x)

 

 
 هاي زیر رخ میده:اگه صورت و مخرج هر دو صفر بشن حالت

                                                                                              
x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g(x)

  

 

x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g(x)

f (x)limlim
g(x)x a

lim  

 . هاي رفع ابهام را خواهیم گفتداشت، باید آن را رفع ابهام کنیم که روش اگر حد ابهام 

 

حدود   حاصل )  46
x

x) lim
x1

31
2

و     
x

x) lim
x x

2

22
12 4   را به دست آورید. 4

                                                                                                                                                                         پاسخ: 
x

x) lim
x1
3 4 21 212 2 1

 

                                                                                                                                         
x x

x x) lim lim
x x x

2 2

2 2 22 2
1 1 5 52 4 4 2 2  

 

                            رو را محاسبه کنید:                                                          حاصل حدود روبه)  56
x x

x x) lim ) lim
x x1

11 2 1x
m 

 پاسخ: 

x

x
) lim

x
1 m

x
                                                    

x

x x) lim
x1

1 12 1 1 1  

  

x a

x a
x a

limf xf x Llim
g x limg x L

1

2

 مطلقصفر 
  حديصفر 

 حديصفر 
 وجود ندارد  صفر مطلق

 ابهام وجود ندارد

 صفر حدي

 مطلقصفر 
  صفر مطلق

 حديصفر 
  صفر حدي

 مطلق
 

 حدي
 حدي
 

 مطلق

 صفر مطلق

 صفر مطلق

اند ولی به خاطر آن که عدد نیستند، تابع در شده هر چند حد چپ و راست هر دو برابر 
 این نقطه حد ندارد.

 وجود ندارد  
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 27  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

  رفع ابهام   

 

 
 
 
 
 
 
 
 

هرگاه 
x a

f (x)lim
g(x)

0
xگویند حد ابهام صفر صفرم داره، معنیش این که عامل بشه اصطلاحاً می 0 a  یعنی عامل صفر کننده هم در صورت و هم در مخرج

0وجود داره و باعث ابهام 
 کنیم.هاي زیر را استفاده میمی شه. براي رفع ابهام یکی از روش 0

 
xاز عامل  a اي خطی بیشتر کاربرد داره)کنیم. (در توابع چند جملهمقدارگذاري میگیریم و پس از ساده نمودن هم در صورت و هم در مخرج فاکتور می 

 
 حدود زیر را محاسبه کنید. )  66

x t x

x x t x x) lim ) lim ) lim
x t x x

2 2

3 22 1 1
6 11 2 32 1 2  

 پاسخ:
 

                                                                                                                                  
x x x

t x x

x xx x) lim lim lim x
x x

tt) lim lim lim
t (t t )t t t

2

2 2 2

3 221 1 1

2 361 3 52 2

11 1 12 31 11 1

 

 

                                                                                                                                                                
x x

x xx x) lim lim
x x

2

21 1

1
3 2 x x2 1

1
3 

 )90(خرداد و شهریور   د توابع زیر را محاسبه کنید.ح)  67

x x

x) lim ) lim
xx x

3

2 22 3
8 2 121 2 33 12 9  

 پاسخ: 

x x x

x x xx x x) lim lim lim
x x xx

23 2

22 2 2

2 2 48 2 4 121 13 2 2 3 2 123 12  

x x x x

(x )x) lim lim lim lim
x x (x )(x ) (x )(x )x23 3 3 3

2 32 12 2 12 2 62 3 3 3 3 3 39 (x )3 x
lim

(x )(x ) 3
2 1

3 33  

xوقتی  xعامل صفر  2  میشه. در صورت و مخرج از اون فاکتور گرفتیم. 2

 

 دارسوالات ابهام               
 را بیان کنید و بنویسید.  ) در ابتداي کار ابهام 1      
 فع ابهام)(به این کار می گن رباشد. که باید آن را از صورت و مخرج فاکتور بگیریم و ساده کنیم. می  ،  ) عامل ابهام در 2     

 را جایگذاري کنید و حد را به دست آورید.   مقدار ، ) پس از ساده کردن 3      
 یادت نره. ) در هر مرحله 4     

  

 و لاغر قچااتحاد 
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 28 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 
 
 
 
 

 زیر را تعیین کنید.ابع وت وددح)  68

x x x

x x x x x x x) lim ) lim ) lim
x x x x x x x

3 3 2 4

2 4 3 2 21 2 1
2 1 2 2 11 2 31 2 2 2 3 1  

                        پاسخ: 

                                                                                                                        
x x

xx x) lim lim
x

3

21 1

12 11 1
x x

x

2 1
1 x

x xlim
xx

2

1
1 1

1 21
 

 

x x

(x )x x x) lim lim
x x x x

3 2

4 3 22 2

222 2 2
(x x )

(x )

2 1
2 (x x)3

4 2 1 7
8 2 6  

x x

(x )x x) lim lim
x x

4

21 1

12 13 2 3 1
(x x x )

(x )

3 2 1
1 ( x )

2 212 1  

x x x

x x x(x x )

x x

(x x )

x x

(x x)

x
( x )

4

3 24 3

3

3 2

2

2

2 1 1
1

2 1

2 1

1
1

0

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                          هاي مهم:مزدوج
x a x a x a x a x a x a

x a x ax a x a x a x x a a x a

2 2

3 32 2 3 3 2 23 33 3x x a a x aa x a x aax 3 32 2a a2 3 3a x aax 3 3xx 23 x xa xxa 2xa 3
  

                                                                           

 

         
 ) صورت و مخرج را در مزدوج عامل      ) هرگاه صورت یا مخرج عامل ابهام رادیکالی داشته باشد (مثلا:  2      

 .  آوریمضرب می کنیم پس از گویا و ساده کردن رفع ابهام نموده، حد را به دست میرادیکالی                    

       

x x x
x( x x)

x
( x )

2

2
2 3 1 1

2 12 2
1

1
0

 

 آن را تجزیه کنیم. مخرج براي یافتن عامل ابهام مشکل باشد می توانیم با تقسیم هر کدام بر  نکته : اگر تجزیه صورت و
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 29  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

 ) 93(خرداد   حد زیر را محاسبه کنید.)  69

x x

x x) lim ) lim
xx24 1

2 11 2 2 216  

 پاسخ:

x x x

xx x x) lim lim lim
x x x2 24 4 4

42 0 2 21 016 16 2 x 4 x

x x x

lim
x ( x )(x )( x )

xx x x) lim lim lim
x (x ) x

4

1 1 1

1 1
324 24 2

11 0 1 12 2 2 0 2 1 1 (x )2 1 x
lim

( x ) ( x )1
1 1

41 2 1

 

 

                                                      را محاسبه کنید. روبه روحدود )  70
x x x

x x x) lim ) lim )lim
xx x

2

232 8 3
2 64 3 7 41 2 3 92 2 2

 

 پاسخ:

                                                                    
x x x

x x xx x) lim lim lim
xx x2 2 2

2 2 2 22 2 21 2 42 2 2 2
x

x

2 2
2 2 x

xlim
2

2 2 22 

                                                             
x x x

xx xx x x) lim lim lim
x x x x

32 2 3

3 3 3 2 38 8 8

88 864 2 42
2 2 2 4

x x x

x

3 2 38 2 4
8

192  

                           
x x x x

(x )x x x x)lim lim lim lim
x x x xx x23 3 3 3

3 33 7 4 0 3 7 4 3 7 4 3 93 0 3 3 3 3 89 3 7 4 x 3 x
1

163 8
 

 خارج کشور) -94(خرداد وشهریور  حدود توابع زیر را محاسبه کنید. )  71

x

x) lim
x4

41
2

     
x

x) lim
x1

12
1

  

 پاسخ:

x x x

(x )x x x) lim lim lim
x x x4 4 4

44 0 4 21 02 2 2
( x )

(x )
2

4

x x x

(x )x x x) lim lim lim
x x x1 1 1

4 2 4

11 0 1 12 01 1 1
( x )

(x )
1

1 x
lim x

1
1 2

 

 حد تابع زیر را تعیین کنید.) 72

x

xlim
x

2

1
1

1
 

 پاسخ: 

x x x

xx xx xlim lim lim
x x x

2

1 1 1

11 11 0 1
01 1 1

x x

x x

1 1
1 1

4  
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 30 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 توابع مثلثاتی در نقاط مرزيحدود  
xدر محاسبه حدهاي یک طرفه در توابع مثلثاتی دونستن این که زاویه در کدوم ناحیه مثلثاتیه خیلی مهمه. مثلا وقتی  در ربع چهارمه و به صفر  xیعنی  0

xنزدیک میشه، یا وقتی   کنیم.در ربع اوله و به صفر نزدیک میشه. این مطالب را در شکل زیر بررسی می xیعنی  0
 
 

tanتعریف نشده tanاحیه دومن  2 tan     ناحیه اول                 2 2                     

tanتعریف نشده 3
tanناحیه چهارم    2 3

tanناحیه سوم          2 3
2  

 
      

 
 

 حاصل حدود زیر را بیابید. )  73

5
22 3 2

1 1 131 2 3 4 5 1
3

x xx x x

cos(x ) cosx) lim tanx ) lim ) lim ) lim ) lim
cosx sinx sinxsin(x )

  

 پاسخ:

5 5
2 2

3

2

2

11 0

132 0
3

1 13 0

1 1 14 0

1 1 0 15 1 1 1 0

x x

x

x

x x

x

sin x) lim tan x lim
cosx

cos (x )
) lim

sin (x )

) lim
cosx

) lim lim
sin x sin

cosx) lim
sin x

                                        

 
 
 

            
 
 
 

 

ن   تکلیف قدر مطلق را با تعییباید  ،اگر عامل ابهام در صورت یا مخرج داخل قدر مطلق باشد  در حالت ابهام     
 .جداگانه بررسی کنیم چپ و راست راحد علامت مشخص کنیم و      
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 31  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

 حدود زیر را محاسبه کنید.)  74

xx x

x xx) lim ) lim ) lim
x x x

2 22

13 3

9 171 2 33 3 1  

 پاسخ: 

x x x

x (x )x x
) lim lim lim

x x

2

3 3 3

9 33 31 3 3
(x )

(x )
3

3 x

x x

x

x

x

lim x

x x) lim lim
x x

x x
limx x) lim

x x x
lim

x

3

2 2

3 3

2
1

1

1

3 6

7 7 22 3 3 0
1 1 21 0 13 1 0 1 1 21

  

 حاصل حدود زیر را به دست آورید.)  75

x x

x x x) lim ) lim
x x x

2 2

23 2

3 9 41 23 5 6  

 پاسخ: 

x x x

xx x x x x
) lim lim lim

x x

2

3 3 3

33 9 3 3 31 3 3
( x )

x

1 3
3 x

lim( x )
3

1 3 1 3 3 7  

x x x

(x )x (x )(x )) lim lim lim
(x )(x )x x

2

22 2 2

24 2 22 2 35 6
(x )

(x )
2

2 (x )
4 413  

         

 حدود توابع زیر را محاسبه کنید.)  76

x x

x xx
) lim ) lim

x x x

3 3

3 1

31 23  

 پاسخ:

x x

x
) x x x lim lim

x x3 3

3 33 01 3 3 4 3 3 3 03 3 0  

 

x x x

xx x x) lim lim lim
x x x

3 3 3

1 1 1

112 1
x x

x

2 1
1

3  

 

 
م و به جاي آن کنیقسمت براکتی را تعیین میاول تکلیف ي حدودي که شامل عبارت براکتی است، براي محاسبه

 پردازیم.دهیم، سپس به ادامه حد میعدد صحیح مناسب را قرار می

31 1

1 1 

 مطلق
 حدي
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 32 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 : نامتناهی  ودحد 

xدر همسایگی محذوف نقطه   fاگر تابع  a  تعریف شده باشد و
x a
lim f x   شود ،معنایش این است که مقادیرy   تابع یعنی عرض آن از هر عدد

x( در مجاورت نزدیک شود   aبه اندازه کافی به   xبزرگتر است به شرط آن که ،  مثبت بسیار بزرگی  a   ( عرض تابع بیکران یا همان بی نهایت می شود 

                                                                                                                                                                                                                  x
y

 

حاصل  )   77  
x

xlim
x x

2

22
1

4  را به دست آورید . 4

                                                                                                                          (          
x x

x xlim lim
x x x

2 2

2 2 22 2
1 1 5 5

4 4 2
 2  

 شده اند ولی به خاطر آن که عدد نیستند ،  تابع در این نقطه حد ندارد .  هر چند ، حد چپ و را ست هر دو برابر        
 
 

xدر همسایگی محذوف نقطه   fاگر تابع  a  تعریف شده باشد و
x a
lim f x   شود ،معنایش این است که مقادیرy   تابع یعنی عرض آن از هر عدد

 .نزدیک شود   aبه اندازه کافی به   xمنفی کوچکتر  است به شرط آن که 
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 تا بی نهایت با علامت هاي متفاوت میشه  2حاصل  حد در یک نقطه بعضی وقت ها 
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 تابع یعنی باید در همسایگی چپ یا راست ریشه مخرج( شود .  وان حد گرفت و حد ط بتا، به شرط آن که در این نق کسر مخرج  ی ازدر توابع کسري ریشه های
 . حدود بی نهایتی ایجاد می کنند  ) تعریف شده باشد

 

                                                                                 را محاسبه کنید:  زیر) حاصل حدود  78
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می گوییم تابع ما در آن به یک عدد نزدیک شود   yو عرض تابع یعنی   xاگه متغییر ما بره به سمت بینهایت  یعنی :   حد در بینهایت   

 :    بینهایت حد دارد و می نویسیم
x
lim f x L    

x                                                                                                                                                                                                   به عبارت دیگر   
y

 

 

 

 

       

 

 بشه  عدد

 چون در همسایگی راست این نقطه تابع تعریف نشده  ین حد وجود ندارد،ا

 
    در کتاب درسی تاکید به محاسبه حد در بینهایت توابع کسري که صورت و مخرج آنها چند جمله می باشند داره  . براي محاسبه حد توابع کسري    

 فاکتور بگیر،  ساده کن و حاصل حد رو پیدا کن  .  میل می کند در صورت و مخرج از بزرگترین توان   یا    وقتی          

ک ک
 

 ت ن
                                                          

تتتتتتتتتتتتتتتت ننننن
    
- + -  

       

 
         

 با توجه به دامنه اساساً این حد وجود ندارد  
 تابع   1xچون در سمت چپ نقطه 

 تعریف نشده .
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 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

رخ می دهد می توان از قاعده پرتوان  استفاده   می شود و ابهام   میل می کند و صورت و مخرج کسر   xدر توابع کسري وقتی  یادت باشه :

 را دارد در نظر می گیریم و حد عبارت حاصل را محاسبه می کنیم  .  xکرد یعنی در صورت و مخرج  جمله اي که بزرگترین توان از 
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 یعنی

 مخرج برابره   ومعنیش اینکه توان صورت   بشه )  وقتی جواب حد عدد ناصفر  1

 . از توان صورتهبیشتر  توان مخرج  بشه صفر جواب حد )  اگه  2

  مخرجه .توان و  مرتبه ي از )  اگه بی نهایت شد یعنی توان و مرتبه ي صورت بزرگتر 3
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 .برابر دومی است   3  اولی   پس هر دو در بینهایت حد دارند و ، عرض شان عدد شده ،  شان بینهایت می شود  xهنگامی که ، هر دو تابع     

 ) حدود زیر را محاسبه کنید  81
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حاصل حد )  82
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  1رادیکال میره به سمت  

 قاعده پرتوان 
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حاصل حد )  83
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