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یادآوری:
خطشیببانقطه،یکدرتابعهرمشتقکهدانیممی 4فصلاز*

.استبرابرنقطهآندرتابعنموداربرمماس
ص) (103کاردرکلاس

: بگیرید نظر در را زیر تابع

بازة در )الف( , )1 خطfکه7 شیب است، صعودی هایاکیداً

نمودار بر علامتfمماس بازه این در بنابراین است؛ مثبت ،

f .است ..........

بازةب( )در , )7 تابع12 خطکه شیب است، نزولی هایاکیداً

نمودار بر علامتfمماس بازه این در بنابراین است؛ ......... ،f 

است. ..........

بازةپ( )در , )12،تابع مقدارکه دارد، ثابت fمقدار برابر

است. ..........

کمک به تابع رفتار مشتق:بررسی
مشتق* های کاربرد از تابعیکی رفتار استبررسی

روش بر علاوه درهاییعنی که تابع1فصلی یک رفتار برای

عبارتیتعیین) به تابعیکنوایی یک بودن نزولی و (صعودی

توانیم می فصل این در راخواندیم تابع طریقرفتاریک از

کنیم بررسی گیری مشتق

پذیر* مشتق تابع میوقتی مشتق علامت طریق از است

کنیم. مشخص را تابع بودن نزولی یا صعودی توانیم

تابع: یکنوایی آزمون
fمقداراگرfدامنهازبازهیکدر (الف باشد،مثبت وموجود

استصعودیاکیداًبازهآندرfآنگاه

fمقداراگرfدامنهازبازهیکدر (ب باشد،ومنفیموجود

استنزولیاکیداًبازهآندرfآنگاه

fمقداراگرfدامنهازبازهیکدر (پ باشد،وصفرموجود

ثابتبازهآندرfآنگاه استتابعی

رفتار تعیین پیوستهتابعمراحل توابع :در
گیریم (1 می مشتق تابع از

یابیم (2 می را ها ریشه و دهیم می قرار صفر مساوی را مشتق

کنیم. (3 می علامت تعیین را مشتق تابع

م که هایی بازه است.در صعودی اکیدا تابع یعنی باشد + شتق

مشتق که هایی بازه است.-در نزولی اکیدا تابع یعنی باشد

ص) (104مثال

تابعالف( f x x x 3 صعودیاکیداًهاییبازهچهدر3

است؟نزولیاکیداًهابازهکدامدر و

:حل

بررس را تابع این رفتار روش ازدو اینجا روشدر کنیم می ی

.البته آموختیم یک فصل در که است تابع نمودار طریق از اول

اهدافزمرهدرکلیحالتدرسومدرجههایتابعنموداررسم

.نیستحاضرکتاب
نمودارروش تابعاول:

صعودیاکیداَ  

1,

نزولی اکیداَ 
 
1 1,

یصعوداکیداَ    

1,

فصل
تاب:1درس5 های عاکسترمم
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مشتقشرو تابعدوم:

گیریم: (1 می مشتق تابع از

   f x x x f x x    3 23 3 3

یابیم (2 می را ها ریشه و دهیم می قرار صفر مساوی را مشتق

 
x

f x x
x

  
      

 

2
1

3 3
1

کنیم.(3 می علامت تعیین را مشتق تابع

را تابع مقدار جدول سوم سطر بهدر ها ریشه ازای به

آوریم می دست

x
x

y
y x x

y




  
  

 

13
1

2
3

2

(112ص2و1تمرین)

از① بازه تابعبزرگترین )که )f x x x  3 12 در4

چرا؟ است؟ کدام باشد، اکید نزولی آن

:حل

ایبازهترینبزرگاین،بنابر.استمنفیبازهایندرمشتق

,ازاستعبارتاست،نزولیاکیداًآندرتابعکه 
 
2 2

تابع② تغییرات جدول تشکیل )با )g x
x


2

1
1

مشخص ،

بازه چه در تابع بازهکنید کدام در و اکید صعودی هاهایی

است؟ اکید نزولی

:حل

بازهتابع در , 

بازه0 در و صعودی ,اکیدا  


اکیدا0

است. نزولی

تابع:بحرانینقاط
بحرانی:* تابعنقطه دامنه درون یانقطه صفراست مشتق که

ندارد.  مشتق

شکل:* روی از بحرانی نقاط شناسایی

است صفر مشتق الف(

ندارد مشتق ب(

یک نقاط*در تمام در زیرا اند بحرانی نقاط ،تمام ثابت تابع

است. صفر مشتق

(112ص7تمرین)

مانند⑦ تابعی دامنهfنمودار کهبا طوری به کنید رسم را

از دلخواه نقطة هر
f
Dبحرانی نقطة یک ،fچند مسئله باشد.

دارد؟ جواب

11x

f 

22f

صعودی اکیدا صعودی نزولیاکیدا اکیدا
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روی* از بحرانی نقاط :ضابطهشناسایی

دهیم* می قرار صفر برابر و کنیم می پیدا را تابع مشتق ابتدا

بحرانی بازه انتهای و ابتدا شود تعریف بازه روی تابع *اگر

هستند

(112ص3تمرین)

صورت③ در را زیر توابع بحرانی بهنقاط آورید.وجود دست

  24( )f x xالف(

:حل

f x x f x


   2 2
4( ) ( )

x

2

x

x x
x

f x x
x




 


     



2 2

2

4 4

4
( )

تابع ,دامنه 
 
2 طول2 به نقاط پس باشد ,می ,2 2

هستند تابع بحرانی نقاط

  3 23 4( )g x x xب(


3( )h x xپ(

تابع :اکسترمم
تابع:*اکسترمم ماکزیمم یا مینیمم یعنی

اکسترمم :*انواع

نسبی اکسترمم نسبیالف( نسبی()ماکزیمم مینیمم و

مطلق اکسترمم مطلق(ب( مینیمم و مطلق )ماکزیمم

تابع نسبی :اکسترمم
: نسبی ماکزیمم تابع* مقدار نقطه(وقتی عرض مقادیر) از

گوییمنقاط می باشد مساوی یا بیشتر اش درتابهمسایگی ع

نقطه نسبیآن داردماکزیمم

نسبی: مینیمم تابع* مقدار نقطه(وقتی عرض مقادیر) نقاطاز

اش مساویکمترهمسایگی نقطهباشدیا آن در تابع گوییم می

دارد نسبی مینیمم

نمودار: روی از نسبی اکسترمم تشخیص
روی نمودار کنیددر رسم کوچک افقی خط یک نظر مورد نقطه

بیفتند افقی خط روی یا پایین نقطه، این اطراف تابع نمودار اگر

را نقطه نسبیاین گوییم.ماکزیمم اطرافمی تابع نمودار اگر

را نقطه این بیفتند افقی خط روی یا بالا نقطه، مممینیاین

گوییم.نسبی می

ص) (105کاردرکلاس

اک نقاطسترممنوع در را زیر توابع از یک هر نسبی های

جدول و کنید تعیین شده کنید.مشخص کامل را ها

   2 5 3( ) , [ , ]f x x xالف(
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    2 1 1 2( ) , [ , ]g x x xب(

:قضیه
یکنسبیاکسترممنقطههر* .استآنبحرانینقطهتابع،

هر باشدممکنبحرانینقطه* نسبی اکسترمم نقطه است

نباشد یا

مثال:

شکل طولنقطه1در xبه  استهم2 اکسترممهمبحرانی

طولنقطه2شکلدرولینسبی xبه  است2 امابحرانی

نیست اکسترمم

: دارد نسبی اکسترمم زیر نقاط در فقط *تابع

باشد)1 صفر مشتق مقدار )f a ( ))

نباشد2 موجود مشتق )

*بنابراین:

تابع باشدوfاگر داشته نسبی اکسترمم طول به نقطه در

f a( باشد،آنگاه( fموجود a ( ا(

ص) (107کاردرکلاس

تابعالف① نمودار رسم با )  2( )f x xدهید نشان ،

درfکه 2x.دارد نسبی مینیمم

:حل

آیا ب( 2( )fچرا؟ است؟ موجود

:حل

شکل به توجه با 2( )fنیس وموجود چپ مشتق چون ت

نیست برابر راست

آیا پ( 2xتابع بحرانی نقطة چرا؟طول است؟

:حل

در تابع زیرا بله. 2xاست ناپذیر مشتق

تابع② نمودار  3 3( )f x x x

کرده رسم ایم.را

طول نسبیالف( اکسترمم نقاط fهای

کنید. تعیین را
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می درب( تابع این ریشهمشتقدانیم است. هایپذیر

معادلة ( )f xطول یعنی را، تابع بحرانی نقاط های

آورید.به دست

ا مورد در را قبل قضیه درستی ب، و الف به توجه با تابپ( عین

کنید. بررسی

ضابطة③ با تابع   2 2 2( )f x x x.بگیرید نظر در را

fمشتق پذیراست.همواره

)الف( )f x.آورید بدست را

معادلة ریشة ب( ( )f xنقاط طول تا کنید محاسبه را

بهبحرانی آید.تابع دست

اکسترمم نقطة آیا که کنید تحقیق سهمی، نمودار رسم با پ(

fاست؟ آن بحرانی نقطة بر منطبق

:مونآز نسبی اکسترمم تعیین در اول مشتق
دارند(1 مشتق که توابعی دهیمدر قرار صفر مساوی را مشتق

یابیم می را ها وریشه

کنیم(2 می علامت تعیین را مشتق

نسبی(3 اکسترمم نقاط طول مشتق علامت تغییر به توجه با

کنیم می مشخص را

مشتق ساده ریشه نقطه دهدطول علامت تغییر مشتق *اگر

: است

بهالف( + از مشتق علامت نسبی–اگر ماکزیمم کند تغییر

است

Max

 

مشب( علامت ازاگر است-تق نسبی مینیمم کند +تغییر به

Min

 

مضاعف ریشه نقطه طول ندهد علامت تغییر مشتق *اگر

همواره یا + همواره مشتق علامت و است است–مشتق

نداریم. نسبی اکسترمم بنابراین

   

اک(4 کردن مشخص از بعد نمودار رسم تابع،برای سترمم

کنیم می رسم را نمودار و یابیم می را کمکی نقاط

مثال:
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(108ص2و1کاردرکلاس)

به را تابع بحرانی نقاط ابتدا زیر، توابع از یک هر آدر وریددست

مینیم و نسبی ماکزیمم نقاط تابع، تغییرات جدول سپس و

کنید مشخص وجود صورت در را آن .نسبی

f x x x  21 2) ( )

:حل

یابیم(1 می را ها وریشه دهیم می قرار صفر مساوی را مشتق

f x x x f x x      2 2 2 2( ) ( )

بحرانی نقطة fطول x x x        2 2 1( )

کنیم(2 می علامت تعیین را مشتق

می دست به ها ریشه ازای به را تابع مقدار جدول سوم سطر در

آوریم
x

y x x y


     2
12 1

,نسبیماکزیمم(3 
 
1 1

رسم(4 و کمکی تابعنقاط نمودار

 
 

,

,
x
x

y
y x x

y




  
   

  

2
22

2

f x x x 3 22 3) ( )

(112ص4تمرین)

به④ را تابع بحرانی نقاط ابتدا زیر، توابع از یک هر تدسدر

و نسبی ماکزیمم نقاط تابع، تغییرات جدول سپس و آورید

کنید. مشخص وجود صورت در را آن نسبی مینیم

   3 23 9 1( )f x x x xالف(

:حل
1x

f 

1f

Maxنسبی
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    3 22 3 12 9( )g x x x xب(

   3 3 2( )h x x xپ(

:حل

مینیمم وماکزیممفاقدبنابراین واستاکیدنزولیهموارهتابع

.استنسبی

(112ص6تمرین)

نقطة 2اگر 1( , اک( نقطة تابع، نسبی سترمم

  3 2( )f x x bx dمقادیر بهdوbباشد، دسترا

آورید.

:حل

تابع مطلق :اکسترمم
ماکزیمم تمامی:مطلق* از نقطه( عرض تابع) مقدار وقتی

گوییم می باشد مساوی یا بیشتر دیگر نقاط آنتابمقادیر در ع

دارد مطلق ماکزیمم نقطه

مینیمم تمامی:مطلق* از نقطه( عرض تابع) مقدار وقتی

آن در تابع گوییم می باشد مساوی یا کمتر دیگر نقاط مقادیر

دارد مطلق مینیمم نقطه

مثال:

روابط و نسبیتفاوت مطلقاکسترمم :و
همسایه1 نقاط به نسبی اکسترمم تشخیص ک.برای می نیمنگاه

کنیم. می نگاه دامنه های نقطه کل به مطلق اکسترمم ولی

اکسترمم.2 ولی باشد بازه ته سرو در تواند می مطلق اکسترمم

تواند. نمی نسبی

ص) (110کاردرکلاس

اکسترمم① زیر، جدول تکمیل زیربا تابع نسبی و مطلق های

شده مشخص نقاط در را آن بحرانی نقاط همچنین تعیینو

کنید.

:حل
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مطلق② و نسبی اکسترمم مقادیر تابع، نمودار رسم کمک به

کنید.تابع تعیین وجود صورت در را زیر های

  3 2 1( ) ; [ , ]t x x xالف(

:حل

کنیم:ابتدا می رسم را نمودار

.نداردنسبیاکسترمم

مطلق ماکزیمم 1مقدار

مطلق مینیمم مقدار است.-8و

   2 2 3( ) ; [ , ]g x x xب(


1

( )u x
x

)پ

:قضیه
بسته* بازه در تابع a,اگر b 

 
تابع آنگاه باشد ایندرپیوسته

.مطلقمینیممهم وداردمطلقماکزیممهمبازه
مثال:

 

ص) (111فعالیت

ت نمودار رسم کمک ابعبه f x x 2 بازه1 در ,2 3،

کنید. تعیین را مطلق اکسترمم  نقاط

مطلق: اکترمم کردن پیدا روش
یابیمبحرانینقاط وآوردهدستبهراتابعمشتق.1 می را

یابیم2 می را تابع مقدار .

عرض.3 ماکزیمممقدار ،آمدهدستبهعددترینبزرگدر

استآنهاترینکوچک وتابعمطلق تابع مینیمم مقدار

(112ص5)تمرین

بازه⑤ در را زیر توابع مطلق مینیمم و ماکزیمم هایمقادیر

به وجود صورت در شده، آورید.مشخص دست

     3 22 9 13 1 2( ) ; [ , ]f x x x xالف(

:حل

مطلق ماکزیمم مقدار مطلقو7بنابراین مینیمم -13مقدار

است.
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    3 2 5 2 1( ) ; [ , ]g x x x xب(

:حل

مطلق ماکزیمم مقدار مطلق-2بنابراین مینیمم مقدار -17و

است.

ص مثال (111)

تابع مطلق اکسترمم fنقاط x x x x  3 22 3 12( در( را

1بازه 3[ , کنید.[ تعیین



و3ریاضی بوربورتهیه فاطمه 2درس5فصلتنظیم:

73

-

-

سازی :بهینه
ایجاد یعنی است سازی بهینه ریاضی، کاربردهای از یکی

ممکن حالت کردنماکزیممهدفبارامسائلیبنابراینبهترین

هزینه وزمانفاصله،کردنمینیممیاحجم،سودمساحت،

کردخواهیمبررسی

مسائل حل سازیمراحل :بهینه
ترس1 نیاز بهتر.درصورت درک برای شکل یم

متغیره2 یک تابع صورت به مسئله .نوشتن

دهیم.3 می قرار صفر مساوی را تابع مشتق .

بازه4 انتهای و ابتدا و بحرانی نقاط .یافتن

اکسترمم5 یافتن و علامت( تعیین ( تغییرات جدول .رسم

مطلق

(117و116و114و115ص5و4و3و2و1مثال)

14ثابتطیمحبایهالیمستطتمامنیبدر دیدهنشان①

 وطولکهراداردمساحتنیشتریبیلیمستطمتر،یسانت

.باشنداندازههمآنعرض

و② یک های گوشه از خواهیم بهشکلیمربعفلزیرقمی

متر30ضلعطول ببریمxضلعبهکوچکیهایمربعسانتی

باز در جعبه یک شکل به را آن صفحه گوشه تاکردن از بعد و

مقدار آوریم باشدxدر مقدارحداکثرقوطی،حجمتاچقدر

گردد؟ممکن

دربازمستطیلمکعبشکلبهمخزنیخواهیممی③

برابردومخزنکفطول وبودهm310آنحجمکهبسازیم

مخزناینکفجهتنیازموردمصالحقیمت.باشدآنعرض

دیوارهبرایقیمتاین وتومانهزار100مربعمترهربرای

مخزنکفعرض .استتومانهزار60مربعمترهردرها

مقدارکمترینشدهمصرفمصالح هزینهتاباشدچقدر

گردد؟ممکن

فصل
سازی:2درس5 بهینه
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ازپسساعتtخوندرشیمیاییداروییکغلظت④

 رابطهازماهیچهدرتزریق 
t

c t
t


3

3
27

میدستبه

خون،درآنغلظتدارو،اینتزریقازپسساعتچند .آید

بود؟خواهدممکنمقداربیشترین

ازآنفاصلهکهدارد رقراPنقطهدرقایقیدرونآرتا⑤

یعنیتریننزدیک ساحل  .استکیلومتر3معادلAنقطه

درBنقطهبهخواهدمیاو که برسد ساحل کیلومتری8در

قایقAنقطه حرکت سرعت کنید فرض دارد قرار

/km h2آرتا روی پیاده سرعت km/و h4اواگر .باشد

درBبهممکنزمانکوتاهتریندربخواهد نقطهچهبرسد

کند؟Bسویبه وشدهپیادهبایدساحلازای روی پیاده

(118ص4و3و2و1کاردرکلاس)

استوانهمی① فلزی قوطی یک بازخواهیم در و شکل ای

چقدر قوطی ابعاد باشد. لیتر یک دقیقاً آن گنجایش که بسازیم

شود. مینیمم آن تولید در رفته کار به فلز مقدار تا باشد

:حل

 31 1( )lit cmاستوانه حجم

   2 2
2

1
1 ( )r h cm h

r



 

جانبی قاعدهسطح مساحت +Sاستوانه کل مساحت :

    2 2
2

1
2 2( ) ( ) ( )S r r rh S r r r

r
   


  

  2 2
( )S r r

r


S r r r
r

r

 



     

 

3
2

3

2
2 1000

10

( )

ربرابدوهراستوانهارتفاعهمچنین وقاعدهشعاعاگرپس

r cm



3

10
6 فلزمقدارنیرکمتشوند،گرفته/83

.شدخواهدمصرف

با② حرکت برای ساعت هر در قطار یک سوخت هزینه

برابرvسرعت ساعت، بر است.2320vکیلومتر تومان

هزینه سایر صرفهمچنین ساعت، هر برای سرعتها از نظر

برابر می8قطار، سرعتیتومان چه با قطار باشد.

مقدار کمترین کیلومتر، یک در آن هزینه تا کند حرکت

باشد. ممکن
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: حل

ثابت سرعت با قطار کند،vاگر حرکت ساعت بر کیلومتر

: داریم

  28 320( )C t v tهزینه :tحرکتساعت

  28 320( ) ( )( )
x x

C v
v v

هزینه :xحرکت کیلومتر

 
8

32( )C v v
v

هزینه حرکت1: کیلومتر

C v v v
v

       2
2

8 10000
32 50

4
( )

کند،حرکتساعتبرکیلومتر 50سرعتباقطاراگربنابراین،

.بودخواهدکنمقدارممکمترینکیلومتر،یکدرآنهزینه

آنها③ تفاضل که بیابید حقیقی عدد حاصل1دو و باشد

گردد. ممکن مقدار کمترین ضربشان

:حل

پنجره④ کشورمان تاریخی بناهای برخی دارددر وجود هایی

دایره نیم و مستطیل شکل به میکه آن روی بر بهای باشد

نیمطوری قطر اگرکه است. مستطیل پهنای با برابر دایره

پنجره چنین یک طوری5/4ایمحیط را آن ابعاد باشد، متر

باشد. داشته را نوردهی بیشترین که بیابید

:حل

باشد. ممکن مقدار بیشترین پنجره مساحت باید

    
1 9

4 5 2 2
2 2

/ ( )h x rمحیط

       
9 9

2 2
2 4 2

r
h r r h r


 

مستطیل مساحت + دایره نیم پنجرهSمساحت مساحت

      2 21 9 1
2

2 4 2 2
( ) ( ) ( )

r
S xh r S r r r r


 


   24 9

2 2
( ) ( )S r r r



 
( ) ( )S r r r


       



9 9
4

2 2 4

اگر پس
 

/r cm





9
32 14

2 4
پنجرهاین

داشت.خواهدرانوردهیبیشترین

صتمر) (120ین

می① بهکشاورزی شکل مستطیل مزرعه یک دور خواهد

ثابت هر1مساحت هزینه کند. دیوارکشی را مربع متر

جنوبی و شمالی دیوارهای متر2متر هر هزینه و تومان میلیون

غربی و شرقی است.8دیوارهای تومان میلیون

ان برای نیاز مورد هزینه تابعالف( یک صورت به را کار این جام

بنویسید.

:حل

حداقل به کشی دیوار هزینه تا باشد چقدر مزرعه ابعاد ب(

برسد؟ ممکن مقدار
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:حل

آنعرض و 200جنوبی وشمالیدیوارهایطولاگربنابراین

ممکنمقداردیوارکشی،حداقلهزینهباشد،متر 50برابر

.بودخواهد

می② مثلثالف( شکل به محوطه یک رودخانه کنار خواهیم

طوریمتساوی به کنیم کشی نرده را مثلثالساقین قاعدة که

هزینه تنها اگر باشد. رودخانه بر در1منطبق را نرده متر

ممکن مساحت بیشترین صورت این در باشیم، داشته اختیار

خو چقدر مثلث این بود؟برای اهد

:حل

کنید. حل را مسئله این نیز، مشتق از استفاده بدون ب(

مس③ بیشترینتطابعاد با یلی

دو که کنید تعیین را مساحت

محور روی آن دوxرأس و ها

محور بالای دیگرش وxرأس ها

سهمی روی  212y x 

باشند.

یک④ شامل جیبی، کتاب یک از شکل مستطیل صفحة هر

ثابت مساحت با قطع232cmمتن طراحی هنگام . بود خواهد

حاشیه ایت لازم کتاب، صفحهاین هر پایینی و بالا 2cmهای

حاشیه کو سانتیهای یک کدام هر گرفتهناری نظر در متر

صفحه هر مساحت که کنید تعیین طوری را صفحه ابعاد شوند.

باشد. ممکن مقدار کمترین کتاب از

:حل
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می⑤ درآروین که برود اتوبوسی ایستگاه به 2خواهد

و غرب پارک6متری از بعد او فعلی موقعیت شمال متری

می او دارد. سرعتقرار با پیاده3تواند از ثانیه بر کنارمتر رو

می همچنین، برود. غرب سمت به وپارک پارک درون از تواند

سرعت با 2تنها /m sمقدار شکل، به توجه با کند. xعبور

ایستگاهرا به ممکن زمان کمترین در او که کنید تعیین طوری

 برسد.

:حل

x/اگر  24 5 53 زماننیکمتردرنیباشد.آرو67

.دیرسخواهدستگاهیابهممکن


