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  همسايگي يك نقطه
  

),( ي يك عدد مثبت باشد، بازه δ عددي حقيقي و aاگر   δδ +− aa  را يك همسايگيa 
را از اين همسايگي حذف كنيم،  aاگر ). شعاع همسايگي نام دارند δمركز و  a(نامند  مي

  .نامند مي aآن را يك همسايگي محذوف 
  

),(هاي  هر يك از بازه :مثال 31 ،),( )/,/(و  40   .هستند 2يك همسايگي  1291
),(}{هاي  هر يك از مجموعه :مثال 231 − ،),(),( 4220 }//,{(و  ∪ 21291 ≠<< xxx  يك همسايگي

  .هستند 2محذوف 
),(اگر  :مثال 423 +− kk  باشد،  3يك همسايگيa  وδ را به دست آوريد.  
  :حل
  ي وسط بازه است، پس نقطه 3عدد 

16242
4233 =⇒=+⇒

++−
= kkkk )()(  

),(بنابراين همسايگي به صورت  32آيد و  در مي 51
51
=

+
=a  213و =−=δ.  

),(),(ي مجموعهاگر  :مثال 123 2 +∪− xy  نمايشگر يك همسايگي محذوف باشد، حاصلyx را  23+
  به دست آوريد؟

   :حل
چون همسايگي  .y=2نويسيم كه اعداد از كوچك به بزرگ مرتب شوند و داريم طوري دو بازه را ميابتدا 

  :است، بايد 2محذوف 

6422
132 2

2
±=⇒=−⇒

++−
= xxx  

  :بنابراين داريم
202633 22 =+±=+ )(yx  

  دهند؟را نمايش مي aهاي زير يك همسايگي محذوف يك از مجموعه كدام :مثال
}) الف      }δ<−<ℜ∈ axx }) ب       0 }δ<−ℜ∈ axx  
   )الف :حل

{ }aaax

ax
axa

ax
ax

ax

ax
ax

−+−∈⇒

⎩
⎨
⎧

≠
+<<−

⇒
⎩
⎨
⎧

≠−
<−<−

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠−

<−
⇒<−<

),( δδ

δδδδδ
δ 00

0

  
  .دهدرا نمايش مي a بنابراين يك همسايگي محذوف
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  )ب
δδδδδ +<<−⇒<−<−⇒<− axaaxax  

  .نيست aولي همسايگي محذوف  هست aبنابراين يك همسايگي 
  

  : تمرين
  مركز، شعاع و نوع آن را مشخص كنيد؟. دهندهاي زير يك همسايگي را نمايش مييك از مجموعه كدام
}) الف }32 <−xx } )ب     : }32 ≤−xx :  

}) ج }41 >−xx:       د (
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

< 21
x

x :  

) ـه
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

> 21
x

x ) و       :
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >

−
− 02

3
x

xx :  

} )ز }ℜ∈− xx 1sin: 
  

  همسايگي چپ و راست يك نقطه
  

),( بازه به صورت ،يك عدد مثبت باشد δعددي حقيقي و  aاگر   aa δ−  را يك همسايگي
),(و بازه به صورت  a چپ δ+aa  را يك همسايگي راستa ناميممي.  

  
),/(هاي هر يك از بازه :مثال ),(و  133 ),( و 43 هاي و هر يك از بازه 3 يك همسايگي راست 53

),/( ),(و  392 ),( و 32   .هستند 3يك همسايگي چپ  −31
),(),(همسايگي  :مثال 4332 ),(يعني  3 در واقع از اجتماع يك همسايگي چپ ∪ يك همسايگي  و 32
),(يعني  3 راست   .تشكيل شده است 43

  
  :تمرين

 هستند؟ 2هاي زير يك همسايگي راست آيا مجموعه - 1

),() الف ),() ب          52 π2  
),() ج 75 

 هستند؟ -1هاي زير يك همسايگي چپ آيا مجموعه - 2

),() الف 13 −−
π          ب (),[ 12 −−  

),[) ج 13 −−  
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تعريف شده است،  Iدر همسايگي  f گوييم تابع ،باشد a ييك همسايگي نقطه Iاگر  
fDI هرگاه ⊆.   

  

xy تابع :مثال   .هاي زير تعريف شده استهمسايگييك از  در كدام =
),() الف      ),() ب            32 40  
),() ج      ),() د            −12 31 −−  
   :حل
],(دانيم مي +∞= 0fD پس داريم:  
),(⊇fD) الف ),(يپس تابع در همسايگ ،32   .تعريف شده است 32
),(⊇fD) ب ),( پس تابع در همسايگي، 40   .تعريف شده است 40
−/⊇fD) ج ),( ),(، پس تابع در همسايگي 12     .تعريف نشده است −12
−−/⊇fD) د ),( ),(يگي پس تابع در همسا31 31     .تعريف نشده است −−

=−1 تابع :مثال xy هاي عدد يك تعريف شده استيك از همسايگي در كدام.  
),( )الف      δ+11    ب( ),( δδ +− ),() ج    11 11 δ−  
   :حل
],(دانيم مي +∞= 1fD پس δ هر عدد مثبتي كه باشد تابع در همسايگي ),( δ+11 تعريف شده است. 

),( هايدر همسايگي δ ولي به ازاي هيچ مقدار مثبتي از δδ +− ),(و  11 11 δ− تعريف نشده است.  
يك از  در كدام fبا توجه به نمودار مشخص كنيد تابع. رسم شده است زيربه صورت  fع نمودار تاب :مثال

  .هاي زير تعريف شده استهمسايگي

  
),() الف 13 ),() ب          −− 22−  
),() ج ),() د          21 30  
),() هـ ),() و          70 43  
),() ز 32  
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   :حل
  :با توجه به شكل داريم

),[],(),( +∞∪∪−∞= 4300fD  
),(هاي بنابراين تابع در همسايگي 13 −−،),( 21،),( ),(و 30 ),(هاي تعريف شده ولي در همسايگي 32 22− ،

),( ),(و  70   .تعريف نشده است 43
  

  :تمرين
  يف شده است؟رهمسايگي داده شده تع در f بررسي كنيد آيا تابع

)(sin,),() الف 111 −= − xxf      ب( ),(,)( 339 2 −−= xxf  
)(tan,),() ج ππ−= − xxf )(cos,),() د      1 33

1 ππ
−= − xxf  

,),() هـ
][

)( 201
2
−

=
x

xf      و (),(,log)( / 2010
xxf =  

)(log,),() ز 303
xxf =  

  
يعني هر اندازه كه  .شودنزديك مي aبه عدد ثابت  x گوييم متغير مستقلوقتي مي 

به بيان ديگر به . شودنمي a گاه مساوي شود ولي هيچنزديك مي a به x بخواهيم متغير
  :داريم εو مثبت مانند  ازاي هر عدد دلخواه

ε<−< ax0  
  

نمايش  2را به عدد  x با رسم يك جدول و نوشتن چند مقدار در آن مفهوم نزديك شدن متغير :مثال
  .دهيد
  :حل

.../.../.../... 120120012  2  .../.../.../... 999199191  
 - 2 را به عدد ثابت xبا رسم يك جدول و نوشتن چند مقدار در آن مفهوم نزديك شدن متغير  :مثال

  .نمايش دهيد
.../.../.../... 919919991 −−−  2 -  .../.../.../... 001201212 −−−  

  
  :تمرين

>−>εدر نامساوي  x، متغير ε<0اگر به ازاي هر  - 1 20 x  صدق كند متغيرx ددي به چه ع
 .نزديك شده است
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3 را به عدد x با رسم يك جدول و نوشتن چند مقدار در آن، مفهوم نزديك شدن متغير - 2
1

نمايش  −

 .دهيد
نمايش  2 را به عدد x با رسم يك جدول و نوشتن چند مقدار در آن، مفهوم نزديك شدن متغير - 3

  .دهيد
  

نزديك شوند  a به عددي مانند) f در دامنه(  x اگر مقادير متغير مستقل fبراي يك تابع 
 l ممكن است مساوي( شوندنزديك مي l به عددي مانند xf)( شود كه مقادير مشاهده و

  : نويسيماست و مي l حد دارد و حد آن برابر aيدر نقطه f گوييم تابع ،)هم بشوند
lxf

ax
=

→
)(lim  

  
32ع با رسم يك جدول، حاصل حد تاب :مثال += xxf   .محاسبه كنيد x=5 را در )(
  :حل

.../.../.../... 150150015  5  .../.../.../... 999499494  x  
.../.../.../... 213021300213  13  .../.../.../... 998129812812  )(xf  

 به عدد f ، مقادير تابع5 به عدد x ود با نزديك شدن مقادير متغيرشگونه كه از جدول مشاهده مي همان
  :شوند و داريمنزديك مي   13

1332
5

=+
→

)(lim x
x

  
135و است تعريف شده  x=5 در fتابع  :توجه =)(f باشدمي.  

2 ، حاصل حد تابعبا رسم يك جدول :مثال
42

−
−

=
x
xxf   .محاسبه كنيد x=2 را در )(

  :حل
.../.../.../... 120120012  2  .../.../.../... 999199191  x  
.../.../.../... .../.../.../...  ؟  140140014 999399393  )(xf  

 به عدد f ، مقادير تابع2 به عدد x شود، با نزديك شدن مقادير متغيرگونه كه از جدول مشاهده مي همان
  :شوند و داريمنزديك مي 4

42
42

2
=

−
−

→ x
x

x
lim  

  .تعريف نشده است ولي حد دارد x=2 در fتابع  :هجتو
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1 با رسم يك جدول، رفتار تابع :مثال
1
−

=
x

xf بررسي  ،شودبه عدد يك نزديك مي x را وقتي متغير )(

  .كنيد
  :حل

.../.../.../... 110110011  1  .../.../.../... 999099090  x  
............ ............  ؟  101001000 100010010 −−−  )(xf  

شود، مقادير تابع به هيچ به عدد يك نزديك مي x شود، وقتي متغيرگونه كه از جدول مشاهده مي همان
حد  x=1 در f م تابعگوييبنابراين مي .يابندشوند و از نظر قدر مطلق مرتباً افزايش ميعددي نزديك نمي

  .ندارد
  .نه تعريف شده و نه حد دارد x=1در  fتابع  :توجه

  
  :تمرين

  . با رسم جدول حدود زير را در صورت وجود محاسبه كنيد

lim)() الف 12
1

−
→

x
x

3) ب        
2

3 +−→ xx
lim  

x) ج
x

sinlim
π→

) د          
23

1
21 +−

−
→ xx

x
x
lim  

x) هـ
x

loglim
10→

  

  
  

axدر  fتابع آن كه بتوان در مورد حد شرط لازم براي    fآن است كه تابع صحبت كرد،  =
  .تعريف شده باشد aدر يك همسايگي دست كم 

  
  .، صحبت كردي داده شده در نقطه fحد تابع  توان از مييك از توابع زير،  در كدام :مثال

2) الف     
11

== x
x

xf ,
][

=−=2) ب    )( xxxxf ,][)(  

111) ج     
11

=
⎩
⎨
⎧

>−
<−

= x
xx
xx

xf ,)(  

  )الف :حل

),(],(با توجه به اين كه  +∞∪−∞= 10fD ، پس تابعf  2در هيچ همسايگي
يعني . تعريف نشده است 1

2در  fحد تابع  توان از نمي
1

=x صحبت كرد.  
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  )ب
  .صحبت كرد x=2در   تابع حد توان در مورد  مي، پس ℜ=fDبا توجه به اين كه 

  )ج
  :را بررسي كرد x=2توان وجود حد تابع در  مي، پس ℜ=fD−1}{با توجه به اين كه 
.../.../.../... 110110011  1  .../.../.../... 999099090  x  

.../.../.../... 100100010 .../.../.../...  ؟  −−− 001001010 −−−  )(xf  
  :شود داريم گونه كه از جدول مشاهده مي همان

0
1

=
→

)(lim xf
x

  

  .نشده است ولي حد داردتعريف  x=1در  fتابع : توجه
  

  :تمرين
  ؟ي داده شده، صحبت كرد توان در مورد وجود يا عدم وجود حد تابع در نقطه ميك از توابع زير، ي در كدام

22 )الف
1

=
−
+

= x
x
xxf 113 )ب    )(, −=+= xxxf ,)(  

==−1) ج xxxf 231) د      )(,
1

=
−+−

= x
xx

xf ,)(  

34) هـ
=

−+
= x

xx
xf ,

][][
)(  

  
 xf)(نزديك شود و مقدارهاي  aبه  aتر از عدد  با مقدارهاي بزرگ xاگر متغير  fدر تابع  

حد راست دارد و  a به طول يا در نقطه fنزديك شوند، گوييم تابع  lبه عددي مانند 
  :نويسيم مي

lxf
ax

=
+→

)(lim  
  

رسم جدول، اگر با  :مثال
x
x

xf lim)(حاصل  )(= xf
x +→ 0

  .را محاسبه كنيد

  :حل
.../.../.../... 100100010 −−−  0    x  

............   xf)(    ؟  111
  :بنابراين داريم

1
0

=
+→ x

x
x
lim  
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 اگر :مثال
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
=
<−

=
11
13
13

xx
x
xx

xf lim)( مقدار، )( xf
x +→ 1

  .را با استفاده از رسم نمودار تابع محاسبه كنيد 

  :حل
),(ي  در فاصله fتابع نمودار    .صورت زير استبه  1∞+

  
به  )تر از يك مقادير بزرگ( از طرف راست xشود با نزديك شدن مقادير  گونه كه از نمودار مشاهده مي همان

  :بنابراين داريم. شوند نزديك مي 2به عدد  xf)(يك، مقادير 
2

1
=

+→
)(lim xf

x
  

  
  :تمرين

  .ي خواسته شده محاسبه كنيد جدول يا نمودار، حد راست هر يك از توابع زير را در نقطهبا استفاده از 

2) الف
π

−== xxxf ,cos)(     ب (
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
==

<−
=

π
ππ

π

xx
xx

xx
xf

2
4

1
,)(  

11) ج
22

=
+
+

= x
x

xxf 42) د    )(, == xxf x ,log)(  

273) هـ =+= xxxf 11) و    )(, −== − xxxf ,sin)(  
11) ز −== − xxxf ,cos)(  
  
  

نزديك شود و مقدارهاي  aبه  aتر از عدد  كوچكبا مقدارهاي  xاگر متغير  fدر تابع  
)(xf  به عددي مانندk وند، گوييم تابع نزديك شf به طول يا در نقطه a  دارد و  چپحد

  :نويسيم مي
kxf

ax
=

−→
)(lim  



 

10 

 

 

اگر : مثال
x
x

xf lim)(، با رسم جدول حاصل )(= xf
x −→ 0

  .را محاسبه كنيد

  :حل
  0  .../.../.../... 001001010 −−−  x  
............  ؟   111 −−−  )(xf  

  :بنابراين داريم

1
0

=
−→ x

x
x
lim   

اگر  :مثال
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
=
<−

=
11
13
13

xx
x
xx

xf lim)(، حاصل )( xf
x −→ 1

  .را با استفاده از رسم نمودار تابع محاسبه كنيد 

  :حل
),(ي  در فاصله fنمودار تابع    .به صورت زير است ∞−1

  
به ) تر از يك كوچكمقادير ( چپاز طرف  xشود با نزديك شدن مقادير  گونه كه از نمودار مشاهده مي همان

  :بنابراين داريم. شوند نزديك مي 2به عدد  xf)(يك، مقادير 
2

1
=

−→
)(lim xf

x
  

  :تمرين
 صورت وجود در ي خواسته شده هر يك از توابع زير را در نقطه چپبا استفاده از جدول يا نمودار، حد 

  .محاسبه كنيد

242) الف =−= xxxxf ) ب     )(,
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−>−
−=−=

−<+
=

11
113

11

xx
xx

xx
xf ,)(  

01) ج
== x

x
xf ,

][
==10) د      )( xxxf ,log)(  

11) هـ == − xxxf ,cos)(    11) و == − xxxf ,sin)(  
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33 )ز
9 2

=
−
−

= x
x

xxf 2) ح    )(,
π

== xxxf ,sin)(  
  

 اي مساوي باشند، تابع در آن نقطه حد دارد و حد آن اگر حدهاي چپ و راست تابع در نقطه 
  .است در آن نقطه حد چپ و راستمقدار همان 

  

حدهاي چپ و راست و حد  ،رسم كنيد و سپس با استفاده از نمودارابتدا نمودار هر يك از توابع زير را  :مثال
  .محاسبه كنيدي داده شده  در نقطه در صورت وجود تابع را

0 )الف     
01
03
0

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
=
<−

= x
xx
x
xx

xf 1) ب    )(,
10
122

=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠−= x

x
xxxxf ,)(  

==2) ج      xxxf ,][)(  
  ) الف :حل

  .است زيرنمودار تابع به صورت 

  
  :نمودار داريم با توجه به

lim)(وجود ندارد 
)(lim

)(lim
xf

xf

xf

x
x

x

0
0

0
1

0

→
→

→
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

+

−

  

  )ب
  .نمودار تابع به صورت زير است
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  :نمودار داريمبا توجه به 

11

1

1
1

1
−=⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

→
→

→

+

−

)(lim
)(lim

)(lim
xf

xf

xf

x
x

x  

  )ج
  .نمودار تابع به صورت زير است

  
  :نمودار داريمبا توجه به 

lim)(وجود ندارد 
)(lim

)(lim
xf

xf

xf

x
x

x

2
2

2
2

1

→
→

→
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

+

−

  

را  hو  f ،gبا استفاده از نمودار، حد توابع . به صورت زير رسم شده است hو  f ،gنمودار توابع  :مثال
  .محاسبه كنيد x=2 به طول يا در نقطه

  )ب            )الف     

                                   
  )ج     

               

f  

g  

h  
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  )الف :حل
حد  x=2بنابراين تابع در . داردنحد  نيز از راستو  حد ندارد از چپ x=2تابع در  نموداربا توجه به 

   .ندارد
  )ب

0چپ حد ندارد ولي از  x=2 در gتابع 
2

=
+→

)(lim xg
x

  .حد ندارد x=2در  gبنابراين . 

  )ج
. معنادار نيست در اين نقطه ، بحث از وجود حد چپ2همسايگي چپ در يك  hبه دليل عدم تعريف تابع 

  :يعني. است x=2در  hراست تابع همان حد  x=2در  hحد تابع  قع منظور ازدر وا
 1

2
=

→
)(lim xh

x
  

تابع اگر  :مثال
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+
>+=

2
22

xbax
xxxxf برقرار  bو  aاي بين  چه رابطه داراي حد باشد، x=2در  )(

  .است
  :حل

abba
babaxxf

xxxf

xx

xx 2662
2

6

22

2
22 −=⇒=+⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=+=

=+=

−−

++

→→

→→

)(lim)(lim

)(lim)(lim
  

  .به صورت زير رسم شده است fتابع زوج  نمودار :مثال

  
  .با توجه به نمودار، حدود زير را محاسبه كنيد

lim)() الف xf
x −−→ 2

lim)( )ب     xf
x 3−→

lim)() ج     xf
x +−→ 2

  

  :حل
  :بنابراين داريم. ها متقارن استyتابعي زوج است، نمودار آن نسبت به محور  fبه اين كه با توجه 

3
22

==
+− →−→

)(lim)(lim xfxf
xx

  الف( 

0
33

==
→−→

)(lim)(lim xfxf
xx

  ب( 

1
22

==
−+ →−→

)(lim)(lim xfxf
xx

  ج( 
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  :تمرين

اگر  - 1
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−
≥+=

11
122

xax
xaxxf 1و  )(

11
−=−

−+ →→
)(lim)(lim xfxf

xx
 .را به دست آوريد aمقدار  ،

 )86سراسري رياضي (

در تابع  - 2
⎩
⎨
⎧

−ℜ∈
∈−

=
Zx

Zx
xf 0

1
lim)(lim)( ، حاصل)(

)(
xfxf

xx −+
→→

+

2
10

 ؟چقدر است 

 )81آزاد پزشكي (

ي  ا ضابطهتابع ب aبه ازاي كدام مجموعه مقادير  - 3
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<+
−≥+=

112
12

xx
xaxxf  .حد دارد x=−1در  )()(

 )80سراسري تجربي (
هاي زير با استفاده از نمودار يا جدول، حدود چپ و راست و حد تابع را در نقاط  در هر يك از قسمت - 4

 .مشخص شده در صورت وجود به دست آوريد

10
01
022

==
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+
<+= xx

xx
xxxxf   الف( )(,

πππ 2241
41

413
12

=====
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥+
<<

≤−
= xxxxx

xx
x

xx
xf  ب( )(,,,,

 هاي زير را با توجه به نمودار طرف دوم هر يك از تساوي. به صورت زير رسم شده است fدار تابع نمو - 5
 .در صورت امكان مشخص كنيد
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=

===

===
===

→

→→→

→→→

+−

+−

)(lim

)(lim)(lim)(lim

)(lim)(lim)(lim
)()()(

xf

xfxfxf

xfxfxf
fff

x

xxx

xxx

2

111

000

210

 

],[ي  تابعي فرد با دامنه fاگر  - 6 2باشد و  −33
1

=
−→

)(lim xf
x

lim)(حاصل ،   xf
x +−→ 1

 .را محاسبه كنيد

),(ي  تابعي فرد با دامنه fاگر  - 7 5و  باشد −22
1

=
+→

)(lim xf
x

lim)(،  حاصل  xf
x −−→ 1

 .را محاسبه كنيد

3 باشد و ℜي  تابعي زوج با دامنه fاگر  - 8
2

=
−→

)(lim xf
x

lim)( ، حاصل xf
x +−→ 2

 .را محاسبه كنيد 

1باشد و  ℜي  تابعي زوج با دامنه fاگر  - 9
3

−=
+→

)(lim xf
x

lim)(، حاصل  xf
x −−→ 3

 .را محاسبه كنيد 

 .ي شرايط زير باشد د كه داراي همهتابعي رسم كنينمودار  -10

2132

24023

11

1
=−==

==−=

−+ −→−→

→

)(,)(lim,)(lim

)(lim,)(,),[

fxfxf

xffD

xx

x
f
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cxfثابت تابع     :يعني. است cي نقاط  ي نقاط حد دارد و حد آن در همه در همه )(=
cc

ax
=

→
lim  

xxfتابع     :يعني. است aبرابر  a به طولي نقاط حد دارد و حد آن در هر نقطه  در همه )(=
ax

ax
=

→
lim  

  
  :المث

22 )الف     
3

=
→x
lim      22) ب =

→ πx
lim      22) ج

3
=

→x
lim  

1) د     
1

=
→

x
x
lim      2) هـ

2
=

→
x

x
lim      2) و

2
=

→
x

x
lim  

  
  :تمرين

  .حدود زير را محاسبه كنيد
x) الف

x 2
π

→
lim        ب (x

x )(
lim

31−→
x) ج    

x 5
1

→
lim  

π) د
1→x

lim        2) هـ
5
π

→x
lim    و( 

13
1

4
−→

πx
lim  

  
lxfاگر  

ax
=

→
)(lim  وkxg

ax
=

→
)(lim ،گاه آن:  

( )

( )

( ) klxgxfxgxf

klxgxfxgxf

klxgxfxgxf

axaxax

axaxax

axaxax

×=×=×

−=−=−

+=+=+

→→→

→→→

→→→

)(lim)(lim)()(lim

)(lim)(lim)()(lim

)(lim)(lim)()(lim

  

  .توان تعميم داد را براي تعداد متناهي تابع نيز مياين قضايا  
  

  :مثال
6332

3333
=+=+=+=

→→→→
xxxxx

xxxx
limlim)(limlim )الف  

13352323232
555555

=+×=+×=+=+
→→→→→→ xxxxxx

xxx limlimlimlimlim)(lim )ب  

8222
2222

3
2

=××=××=××=
→→→→→

xxxxxxx
xxxxx
limlimlim)(limlim )ج  
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  :تمرين
  .حدود زير را محاسبه كنيد

lim)() الف 432
2

+−
→

xx
x

lim))(() ب       xx
x

3251
4

+−
→

  

lim))(() ج 2
1

5
32

2
−−

→

xx
x

lim))(() د       733
1 2

1
+−

−
−→

xxx
x

  

  
  :گاه اي باشد، آن يك تابع چندجمله xp)(اگر  

)()(lim apxp
ax

=
→

  
  

  .محاسبه كنيد حدود زير را :مثال
lim)() الف      32

4
+

→
x

x
lim)() ب         532

1
+−

→
xx

x
  

lim)() ج      xxx
x

++
→

23
2

3) د      2
51

7
x

x

−
→
lim  

  )الف: حل
1134232

4
=+×=+

→
)(lim x

x
  

  )ب
3513153 22

1
=+−=+−

→
)()(lim xx

x
  

  )ج
42322222 2323

2
+=++=++

→
)()()(lim xxx

x
  

  )د

3
34

3
173

5
3
1

3
5

3
51

77
−=+−=+−=

−
→→

)()(limlim xx
xx

  

  
  :رينتم

  .حدود زير را محاسبه كنيد

lim)() الف 654 23
2

+−+
→

xxx
x
3) ب      

1 2

4
)(lim +

→

x
x

  

lim)() ج 652
1 234

2
+−+

−→
xxx

x
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  :گاه ي تابع باشد، آن عضوي از دامنه aاگر  

axax

bbax

axax

ax
ax

kk
ax

coscoslim,sinsinlim

lim,lim

==

==

→→

→→  

  
  

  .حدود زير را محاسبه كنيد :مثال
x) الف     

x 0→
lim        3 )ب

0
x

x→
lim  

lim)(  ) ج      23
8

−+
→

xx
x

x )د      
x

sinlim

4
π

→
  

x  ) هـ     
x

2

2

sinlim
π

→
cossin(lim( )و         xx

x
32

4

−
→

π
  

x )ز     
x

3
2−→

lim        ح (x
x

2
4→

lim  

  )الف :حل
.lim ==

→
0

0
x

x
  

xمنظور از : توجه
x 0→
lim  در واقعx

x +→ 0
lim زيرا تابع  .استxy تنها در همسايگي راست صفر  =

  .تعريف شده است
  )ب

.lim ==
→

33
0

0x
x

  

  )ج
22222228822 3

8
3

88
3

8
=−+=−+=−+=−+

→→→→ xxxx
xxxx limlimlim)(lim  

  )د

2
2

4
4

==
→

π
π

sinsinlim x
x

  

  )هـ
111

222

2

2

=×=×=×=
→→→→

xxxxx
xxxx

sinlimsinlim)sin(sinlimsinlim
ππππ
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  )و

2
2

2
232

4342

32

3232

44

444

−=−=

−=

−=

−=−

→→

→→→

ππ

ππ

πππ

cossin

coslimsinlim

coslimsinlim)cossin(lim

xx

xxxx

xx

xxx

  

  )ز

9
133 2

2
== −

−→

x
x
lim  

  )ح
1622 4

4
==

→

x
x
lim  

  
  :تمرين

  .حدود زير را محاسبه كنيد

cossin(lim( )الف xx
x

43
4

3
+

→
π

sincos(lim( )ب       5
32

2
3

xx

x

+

→
π

  

lim)( )ج xx
x

23
2

+
→

lim)( )د         xx
x

−

−→
+ 23

2
  

lim)( )هـ 43
16

xxx
x

++
→

cos(sinlim)(( )و       21
3

5
+−

→
xx

x π
  

  

≠0 حد داشته باشند و a در gو  f توابع اگر 
→

)(lim xg
ax

 گاه تابع آن 
g
f نيز در a  حد دارد و

  :مداري

)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax

ax
→

→

→
=   

  
  .كنيدمحاسبه حدود زير را  :مثال 

12) الف     
342

2 −
++

→ x
xx

x
lim      ب (

xx
xx

x cossin
sincoslim

−
+

→ 2
2
π
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 )ج     
3
2

24 −

+
→ x

xx
x
lim        1 )د

1
1 −→ xx

lim  

x) هـ     
x

tanlim

4
π

→
  

  )الف :حل

53
15

14
384

12
342

2
==

−
++

=
−
++

→ x
xx

x
lim  

  )ب

2
1

02
10

2
2

=
−
+

=
−
+

→ xx
xx

x cossin
sincoslim

π
  

  )ج

13
6

316
42

3
2

24
=

−
+

=
−

+
→ x

xx
x
lim  

  )د

01
1

=−
→

)(lim x
x

1 مقادير شود، قدرمطلق نزديك مي 1به  xوقتي پس . 
1
−x

افزايش به طور نامحدود  

1بنابراين . شوند و به عدد خاصي نزديك نمي يابد مي
1

1 −→ xx
lim وجود ندارد.  

  )هـ

1

4

4

44

===
→→

π

π

ππ
cos

sin

cos
sinlimtanlim

x
xx

xx
  

2اگر : توجه
ππ +≠ ka داريم ،ax

ax
tantanlim =

→
πka و اگر  axداريم ، ≠

ax
cotcotlim =

→
.  

  
  :تمرين

  .حدود زير را محاسبه كنيد

 )الف
xx

xx
x −

++
→ 3

2

2
14lim        ب( 

23
2

4 −

+
→ x

x

x

xlim  

 )ج
xxx −→ 21

4lim        د( 
xx

xx

x cossin
sincoslim

+
+−

→

23

2
3π

  

x )هـ
x

tanlim

4
5π

→
 )و        

xx
xx

x cossin
cottanlim

+
+

→ 4
5π
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=0اگر  
→

)(lim xf
ax

=0و  
→

)(lim xg
ax

در اين  ،xg)(≠0و  xf)(≠a ،0و اگر در يك همسايگي 

صورت گوييم 
)(
)(lim

xg
xf

ax→
حد تابع ي  محاسبه براي . مبهم است 

)(
)(

xg
xf  درax در صورت  =

، هاي مشترك با ساده كردن و حذف عاملوجود، 
)(
)(

xg
xf  شود كه حد آن را  مي تبديلبه كسري

  .توان محاسبه نمود ضايايي كه ذكر آن رفت ميبه كمك ق
  

  .حدود زير را محاسبه كنيد :مثال

   )الف     
x

x
x sin

coslim
−→ 1

2

0
 )ب        

x
x

x 20
1
sin

coslim −
→

  

 )ج     
xx

x

x cossin
sinlim
−

−

→

21

4
π

 )د      
)sin(

)tan(
lim

x

x

x −

−

→
42

4

4
π

π

π
  

  )هـ     
xx
xx

x 32

32

0 coscos
sinsinlim

−

−
→

 )و      
xx

x

x cossin
tanlim
−

−

→

1

4
π

  

12 )ز     
32

3
2 +

++

→ x
xxx

x cos
sinsinsinlim

π
  

  )الف :حل

111
11

1
1

1 00

2

0

0
0

2

0
=+=

−
+−

=
−
−

=
− →→→→

)sin(lim
sin

)sin)(sin(lim
sin
sinlim

sin
coslim x

x
xx

x
x

x
x

xxxx
  

  )ب

2
1

1
1

11
1

1
11

0020

0
0

20
=

+
=

+−
−

=
−

−
=

−
→→→→ xxx

x
x
x

x
x

xxxx cos
lim

)cos)(cos(
coslim

cos
coslim

sin
coslim  

  )ج

044

221

4

2

4

22

4

0
0

4

=−=−=

−
−

=
−
−+

=
−

−

→

→→→

ππ
π

πππ

cossin)cos(sinlim

cossin
)cos(sinlim

cossin
cossincossinlim

cossin
sinlim

xx

xx
xx

xx
xxxx

xx
x

x

xxx  
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  )د

2
1

42
1

42
4

4

42
4

44

0
0

4

−=
−−

=
−−

−

−

=
−

−

→→→ )cos(
lim

)sin(

)cos(

)sin(

lim
)sin(

)tan(
lim

ππ

π

π

π

π

πππ
xx

x

x

x

x

xxx
  

  )هـ

211
1

111
1

11
1
1

20

20

2

2

02

2

0

0
0

32

32

0

=
−+

=

−

−+−
=

−

−−
=

−

−
=

−

−

→

→

→→→

x
xx

xx
xxx

xx
xx

xx
xx

xx
xx

x

x

xxx

cos
)sin)(cos(lim

)cos(cos
)sin)(cos)(cos(lim

)cos(cos
)sin)(cos(lim

)cos(cos
)sin(sinlim

coscos
sinsinlim

  

  )و

2

2
2
11

11

4

4

44

0
0

4

−=
−

=
−

=

−

−−

=

−

−

=
−

−
=

−
−

→

→

→→→

x

xx
x

xx

xx
x

xx

xx
x
x

xx
x

x

x

xxx

cos
lim

cossin
cos

)cos(sin

lim

cossin
cos

sincos

lim
cossin

cos
sin

lim
cossin

tanlim

π

π

πππ

  

  )ز

2
3

3
42

12
122

12
222

12
23

12
32

3
2

3
2

3
2

3
2

0
0

3
2

−===

+
+

=

+
+

=

+
++

=
+
++

→

→

→

→→

π
π

π

π

ππ

sinsinlim

cos
)cos(sinlim

cos
sincossinlim

cos
sin)sin(sinlim

cos
sinsinsinlim

x

x
xx

x
xxx

x
xxx

x
xxx

x

x

x

xx

  



 

23 

 

 

  :تمرين
  .حاسبه كنيدحدود زير را م

2 )الف

22

0 1 )cos(
sintanlim
x

xx
x −

−
→

1 )ب      
232

2
−

+−

→ x
xx

x sin
sinsinlim

π
  

 )ج
)sin(

tanlim

4

1

4
ππ

−

−

→ x

x

x
 )د        

x
xx

x 22
4

cos
cossinlim −

→
π

  

 )هـ
xx

x
x tantan

sinlim
−−+→ 110

   

  

حد  ي اي باشند و در محاسبهدو چند جمله xQ)(و  xP)(اگر  
)(
)(

xQ
xP اي به طول در نقطه a به 

0 مبهم حالت
يعني صورت  aQ)(=0و  aP)(=0، اين به معناي آن است كه برخورد كنيم 0

axو مخرج بر  ax )هاي لعام( توان عاملپذيرند و ميبخش − را در صورت و مخرج ظاهر  −
  .سپس حد را در صورت وجود محاسبه كنيم. ساخته، از صورت و مخرج حذف كنيم

  
  حدود زير را محاسبه كنيد؟: مثال

) الف
27
9

3

2

3 −

−
→ x

x
x
lim        ب (

8
32

3

5

2 +

+
−→ x

x
x
lim  

) ج
1

32
4

3

1 −

−+
→ x

xx
x
lim  

   :حل
  .پذير هستندبخش x−3صورت و مخرج بر . كندصورت و مخرج را صفر مي x=3ه به اينكه با توج )الف

9
2

27
6

93
3

933
33

27
9

2323

0
0

3

2

3
==

++

+
=

++−

+−
=

−

−
→→→ xx

x
xxx

xx
x
x

xxx
lim

))((
))((limlim  

  )ب

3
20

12
80

42
16842

422
168422

2
2

8
32

2

234

2

2

234

2

33

55

2

0
0

3

5

2

==
+−

+−+−
=

+−+

+−+−+
=

+

+
=

+

+

−→

−→

−→−→

xx
xxxx

xxx
xxxxx

x
x

x
x

x

x

xx

lim

))((
))((lim

limlim
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  )ج

4
5

11
3

111
31

1
32

2

2

12

2

1

0
0

4

3

1
=

++

++
=

++−

++−
=

−

−+
→→→ ))((

lim
))()((

))((limlim
xx
xx

xxx
xxx

x
xx

xxx
  

  
  را به دست آوريد؟ bو  aدر تساوي زير مقادير : مثال

256
2

2

1
=

++

+−
→ baxx

xx
x
lim  

  :حل
ي  ريشه x=1لازم است . است 2با توجه به اينكه جواب حد عدد . كندعدد يك، صورت را صفر مي
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=
+−
−−

→→ xx x
x

limlim  

  )هـ

2
1

2

2

2

1

2

2

2

2

22

220
0

2

π

π

π

π

π

π

π

π

ππ

ππ

π
=⇒

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
−−

−−
=

−

−

−=
−−

−
=

−
=

−

++

−−

→→

→→

→
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

x

)(

)sin(
limcoslim

)(

)sin(
limcoslim

cos
lim  

 حد ندارد           تابع در

 تابع در           حد ندارد
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  :تمرين
 .حدود زير را محاسبه كنيد - 1

1) الف
12

1 −

−

→ x

x

x
lim        1 )ب

12 2

1 −
−−

→ x
xx

x
lim  

lim)() ج 1
1

1
12

1 −
−

+
−
−

→ x
x

x
x

x
) د      

x
x

x

sin
lim

0→
 

 .با توجه به نمودار حدود زير را محاسبه كنيد. رسم شده است زيربه صورت  fنمودار تابع  - 2

 
lim)() الف xf

x 0→
) ب        

)(
)(lim

xf
xf

x 0→
 

lim)(با توجه به نمودار حاصل . رسم شده است زيربه صورت  fنمودار تابع  - 3 xf
x 0→

 را محاسبه كنيد 
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)()()(داشته باشيم  aاز يك همسايگي  xاگر به ازاي هر : قضيه فشردگي  xgxfxh و  ≥≥
Lxhxg

axax
==

→→
)(lim)(lim گاه  آنLxf

ax
=

→
)(lim.  

  

1 :مثال
11

1 −
−

→ x
x

x
coslim اسبه كنيدحرا م.  

  :حل

01
11011

11
11111

11

111
=

−
−⇒=−=−−

−≤
−

−≤−−⇒≤
−

≤−

→→→ x
xxx

x
x

xx
x

xxx
coslimlimlim

coscos
  

),(اگر به ازاي هر  :مثال 22−∈x212: ، داشته باشيم )()( −≤− xxf حاصل ،
)(

lim
xfx

1
1→

را محاسبه  

  .كنيد
  :حل

2
11221212

121212112

11
2

1
2

1

22222

=⇒=⇒=−−=−+

−+≤≤−−⇒−≤−≤−−⇒−≤−

→→→→ )(
lim)(lim))((lim))((lim

)()()()()()()()(

xf
xfxx

xxfxxxfxxxf

xxxx

  

  
  :تمرين

 حدود زير را محاسبه كنيد - 1

2) الف
142

2 −
−

→ x
x

x
sin)(lim    ب (

x
x

x

12
0

sin.sinlim
→

  

lim][) ج
x

x
x

1
0→

) د        
x

x
x

πcoslim 2
0→

  

3) هـ
2

1 1
11
+

−
−→ x

x
x

sin)(lim    و (]
sin

)[cos(lim
x

x
x

11
0
−

→
 

),(اگر به ازاي هر  - 2 11−∈x  داشته باشيمxxfx 221 cos)( ≤≤− ،)(lim xf
x 0→

 .كنيد را محاسبه 

),(ي هراگر به ازا - 3 11−∈xداشته باشيمxxfx cos)( −≤≤− lim)(، حاصل12 xf
x 0→

 .را محاسبه كنيد

)()( در يك همسايگي صفر داريم - 4 xgxfx ≤−≤− 53 3و  2
0

=
→

)(lim xg
x

 ، حاصل
)(

lim
xfx

1
0→

را  

 .محاسبه كنيد
20 يك همسايگياز  xاگر براي هر  - 5 −=x  23داشته باشيم +≤≤ xxfxg و  )()(

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<+

−≥−
=

226
24

5 xx

xx
xg lim)(حاصل ، )( xf

x 2−→
 .را محاسبه كنيد 
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  پيوستگي
  

lim)()(و  ∋fDaاگر   afxf
ax

=
→

axدر  f، گوييم تابع    .پيوسته است =
  

را در نقاط  fپيوستگي تابع  ،با توجه به نمودار. رسم شده است زيربه صورت  fنمودار تابع  :مثال
   .مشخص شده بررسي كنيد

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  x=3) د    x=2) ج    x=1) ب    x=0) الف
  )الف :حل

00
0

==
→

)()(lim fxf
x

   

  .پيوسته است x=0پس تابع در 
lim)()(كه در واقع ، با توجه به ايناصطلاحدر  :توجه 0

0
fxf

x
=

+→
تنها از  x=0در  fگويند تابع مي 

  .راست پيوسته است
  )ب

11
1

==
→

)()(lim fxf
x

   

  .پيوسته است x=1در  fپس تابع 
  )ج

22 =)(f  2ولي
1

2
=

→
)(lim xf

x
lim)()(پس   2

2
fxf

x
≠

→
  .پيوسته نيست x=2در  fبنابراين تابع . 

  ) د
  .حد ندارد، پس در اين نقطه پيوسته نيست x=3در  fتابع 
  .تنها پيوستگي چپ دارد x=3در  fگويند تابع ، مي اصطلاحدر  :توجه

  

 

 

3 2 1 

2 

1 

2
1
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]ع تاب :مثال ]xy   .در چه نقاطي ناپيوسته است =
   :حل

]نمودار تابع  ]xy توان  البته مي( .ناپيوسته است Ζتابع در  ،با توجه به نمودار. باشدمي زيربه صورت  =
]ثابت كرد تابع  ]xy Zxدر  = Zxناپيوسته و در  0∋ −ℜ∈0 پيوسته است(.  

  
  .بررسي كنيددر صورت با معني بودن، پيوستگي هر يك از توابع زير را در نقطه يا نقاط داده شده  :مثال
01) الف      =−= xxxf 2532) ب       )(, =+−= xxxxf ,)(  

1) ج     

11
1

12
11

2

2

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−
−

=
<+

= x

x
x
x

x
xx

xf 1) د   )(,

11
1

13
11

2

2

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−
−

=
<+

= x

x
x
x

x
xx

xf ,)(  

0) هـ     
01

0
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
= x

x

x
x

x
xf ,

sin
11 )و   )(

14
113

122

=−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
<<−−

−<+
= xx

xx
xx

xx
xf ,,)(  

  ) الف :حل
]دانيم مي ),+∞= 1fD  وfD∉0 0، بنابراين بحث از پيوستگي اين تابع در=x معنا استبي.  
  ) ب

32: پيوسته است زيرا x=2در  fتابع 
2

==
→

)()(lim fxf
x

.  

  .پيوسته هستند ℜاي از اي در هر نقطهتوابع چند جمله :توجه
  )ج

( ) 21 =f  
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) 2
21

11
1
1

21

2
1

2

11

2
11

=⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
−

+−
=

−
−

=

=+=

→

→→→

→→

+++

−−

xf

x
xx

x
xxf

xxf

x

xxx

xx
lim

limlimlim

limlim

  



 

39 

 

 

)يوسته است زيرا پ x=1در fتابع  ) ( )1
1

fxf
x

=
→

lim.  
  )د

( ) 31 =f  
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) 2
21

11
1
1

21

1
1

2

11

2
11

=⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=
−

+−
=

−
−

=

=+=

→

→→→

→→

+++

−−

xf

x
xx

x
xxf

xxf

x

xxx

xx
lim

limlimlim

limlim

  

)پيوسته نيست زيرا  x=1در fتابع  ) ( )1
1

fxf
x

≠
→

lim.  
  )هـ

( ) 10 =f  
( ) 1

00
==

→→ x
xxf

xx

sinlimlim  

)پيوسته است زيرا  x=0در fتابع  ) ( )0
0

fxf
x

=
→

lim.  
  )و

( ) 31 =−f  
( ) ( ) 33

11
=−=

++ −→−→
xxf

xx
limlim  

( ) ( ) 212
11

=+=
−− −→−→

xxf
xx
limlim  

. پيوسته نيست، زيرا در اين نقطه حد ندارد x=−1در fبنابراين تابع . حد ندارد x=−1در  fتابع 
  ).تنها پيوستگي راست دارد x=−1در  fگونه كه بيان شد تابع  همان(

( ) 31 −=f  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 334

33

1
11

11 −=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=−=

−=−=

→
→→

→→

++

−−
xf

xxf

xxf

x
xx

xx lim
limlim

limlim
  

)پيوسته است زيرا  x=1در fتابع  ) ( )1
1

fxf
x

=
→

lim.  
)را طوري بيابيد تا تابع  aمقدار  :مثال ) ( )[ ]52 −+= xaxxf  2در=x پيوسته باشد.  
  :حل

( ) ( )[ ] 25422 −−=−+= aaf  
( )[ ] ( )( )

( )[ ] ( )( ) aaxxax

aaxxax

xx

xx

−−=−+=−+

−−=−+=−+

++

−−

→→

→→

2152

24252

22

22
limlim

limlim
  

)داشته باشيم  با توجه به اينكه بايد ) ( )2
2

fxf
x

=
+→

lim  پس لازم استaa 242    a=−2بنابراين  −−=−−
  .باشدمي
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)را طوري تعيين كنيد تا تابع  kمقدار  :مثال )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±=

±≠
−
−+

=
1

11
2

2

24

xk

x
x

xx
xg  1در=x پيوسته باشد.  

  :حل
( ) kf =1  

( ) ( )( ) 31
21

1
2

2

22

2

24

11
=

−
+−

=
−
−+

=
→→ x

xx
x

xxxf
xx

limlimlim  

  .باشد k=3بنابراين لازم است 

)اگر تابع  :مثال )
[ ]
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>+
=

<
−

=
0
0

0
21

xbx
xa

x
x

x

xf
cos

sin

  .را به دست آوريد bو  aپيوسته باشد مقدار  x=0در  

  :حل
( ) af =0  

( )

( ) [ ]( ) ( ) bbbxxf

x
x

x
x

x

x
x

xxf

xxx

xxxxx

=+=+=

−
=

−
===

−
=

+++

−−−−−

→→→

→→→→→

0
2

2
22221

000

002000

limlimlim

sin
sinlim

sin
sinlim

sin

sinlim
cos

sinlimlim
  

)پيوسته باشد بايد  x=0در  fبراي اينكه تابع  ) ( )0
0

fxf
x

=
→

lim بنابراين داريم ،: 

2
2

−== ab 
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  :تمرين

)پيوستگي  - 1 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+=

00

012
1

2

x

x
x

x
xf

sin  0را در=x بررسي كنيد. 

)پيوستگي تابع  - 2 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

01

x

x
x

x
xf

sin  0را در=x بررسي كنيد. 

)اگر تابع  - 3 ) ( )[ ]
⎩
⎨
⎧

≥+
<+

= 33
33

xax
xxx

xf  3در=x  پيوسته باشد، مقدارa را به دست آوريد. 

)پيوستگي تابع  - 4 )
[ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<+
=

12
13

xx

xx
xf1ا در ر±=x بررسي كنيد. 

)ي تابع با ضابطه - 5 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

01

02
x

x
xx

x
xf

sin
 .چگونه استx=0از نظر پيوستگي در  

)(][هر يك از توابع پيوستگي  - 6 2xxf )(][ و = 3xxg  .بررسي كنيد x=0 در را =

)تابع  - 7 ) [ ]xxf sin2= 2ي در نقطه
π

=x از نظر پيوستگي چگونه است. 

)تابع  kبه ازاي چه مقاديري از  - 8 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−=

01

01
2

x

x
k
x

xf πcos
sin

 .پيوسته است x=0در  

)پيوستگي تابع  - 9 ) [ ] [ ]
[ ] [ ]⎩

⎨
⎧

∈+−
∈−

=
Exxx
Oxxx

xf
,
,

 Eو  O( .بررسي كنيد x=3و  x=2را در نقاط  1

 .)هاي اعداد فرد و زوج طبيعي هستند به ترتيب مجموعه

axدر  gو f اگر يكي از توابع -10 gfپيوسته و ديگري ناپيوسته باشد، ثابت كنيد توابع  = و  +

gf axدر  − درمورد توابع . اندتهناپيوس =
g
f  وgf  توان گفت؟چه مي .

axدر  gو fاگر توابع  -11 gfناپيوسته باشند، در مورد پيوستگي توابع = + ،gf − ،
g
f  وgf . 

axدر  .توان گفتچه مي =

)را چنان تعيين كنيد تا تابع  bو aمقادير -12 )

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>

=+−

<++

=

03

02

02
12

xxx

xbx

xax

xf

cot

 .پيوسته باشد x=0در   



 

42 

 

 

)تابع bو aاديري از به ازاي چه مق -13 )
[ ] [ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=+
>+

=

22

232
2

xx
xa
xxbxa

xf  2در=x پيوسته است. 

  
 

  .نامندخود پيوسته باشد، آن را تابعي پيوسته مي ي اگر تابعي در تمام نقاط دامنه 
  
  

  .دباشنيك از توابع زير، تابع پيوسته ميكدام  :مثال

)) الف      ) 22 xxxf )) ب      =− )
4
1

2 −

+
=

x
xxg  

)) ج      )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

02

0

x

x
x

x
xh

tan
  

  )الف :حل
],[ي  ، بازهfي تابع  دامنه 20اگر . باشد مي 20 << xگاه ، آن:  

( ) ( )0
2
000 220

0
xfxxxfx

xx
=−=∈

→
lim:),( دلخواه  

)، x=0 اگر ) )(lim 00
0

fxf
x

==
+→

)گاه  ، آنx=2و اگر   ) )(lim 20
2

fxf
x

==
−→

، تابعي fپس تابع . 

  .باشدپيوسته مي
  )ب

{ }2±−ℜ=gD  

( ) ( )02
0

0
0 4

1
0

xg
x
x

xgDx
xx

g =
−

+
=∈

→
lim:دلخواه  

  .ستاتابعي پيوسته  gبنابراين
  ) ج

ℜ=hD  
( )

( ) ( ) ( )01
20

0
0

0
hxhxh

h
D

x
x

h ≠⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

=∈
→

→

limlim  

  .تابعي پيوسته نيست hبنابراين 
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  :تمرين
  .يك از توابع زير پيوسته هستندكدام 

)) الف )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<
−

>
+=

24
3

21
2

x
x

x
xxf      ب (( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤
−

>
+=

24
3

21
2

x
x

x
xxf  

)) ج )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤
+

<
+=

24
3

21
2

x
x

x
xxf      د (( ) xxf tan=  

)) هـ )
x

xxf
−
−

= 5
)) و        3 ) 83 −= xxf  

)) ز ) 3
2
1

−
+

=
x
xxf  

  
xyاي، توابع چند جمله  sin= ،xy cos= ،xy 1−= tan و xy 1−= cot  رويℜ اندپيوسته.  
xyتوابع   tan= ،xy cot= ،xy 1−= sin  وxy 1−= cos ي تعريف خود كه در دامنه

  .باشد تابعي پيوسته هستندمي ℜاي از زيرمجموعه
ريق يا ضرب يا تقسيم چند تابع پيوسته تشكيل شده باشد روي از جمع يا تف hاگر تابع  

  .دامنه خود تابعي پيوسته است
nتابعي پيوسته باشد، تابع باشد، تابع  fاگر   f ي تعريف خود پيوسته استروي دامنه.   

  
  .كنيد ي تعريف بررسيپيوستگي توابع زير را روي دامنه :مثال

)) الف      )
4
1

2

2

−
+

=
x
xxf        ب (( ) 42 −= xxg  

)) ج      ) xxxh cot.tan=  
  )الف :حل

}روي fاي پيوسته، پس تابع اي هستند و در هر نقطهصورت و مخرج توابع چند جمله }2±−ℜ=fD 
  .پيوسته است

  )ب
42تابع  −= xy اي پيوسته، پس تابع نقطه هر اي است و درتابع چند جملهg  در دامنه تعريف خود يعني

( ] [ )∞+∪−∞− ,,   .پيوسته است 22
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  )ج

xyتابع  tan=  روي
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +≠= 2

ππkxxD  و تابعxy cot=  روي{ }πkxxD f اند پس پيوسته =≠

روي hتابع 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≠= 2

πkxxDh پيوسته است.  

)ي پيوستگي تابع فاصله :مثال )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤
+
+

>
−
+

=
32

1

32
1

x
x
x

x
x
x

xf را تعيين كنيد.  

  :حل
}دانيم مي }2−−ℜ=fD س كافي است پ. اندي تعريف خود پيوستهروي دامنه هاابطهو هر يك از ض

  .را بررسي كنيم x=3پيوستگي تابع در 

( ) 42
1

33
=

−
+

=
++ →→ x

xxf
xx
limlim  

( ) 5
4

2
1

33
=

+
+

=
−− →→ x

xxf
xx
limlim  

)روي  fپيوسته نيست بنابراين تابع x=3تابع در  ) ( ) ( )∞+∪−∪−∞− ,,,   .پيوسته است 3322

)را طوري تعيين كنيد تا تابع   kحدود  :مثال )
1

7
2

2

++
++

=
kxx
xxxf  درℜ پيوسته باشد  

  :حل
پس كافي است دامنه . باشند مي پيوسته ℜاي از اي هستند و در هر نقطهصورت و مخرج توابع چند جمله

012يعني بايد معادله . باشد ℜتعريف تابع برابر  =++ kxx فاقد ريشه باشد بنابراين لازم است:  
222040 2 <<−⇒<⇒<−⇒<∆ kkk  

  
  :تمرين

)را طوري تعيين كنيد كه تابع  bو  aمقادير  - 1 ) [ ]
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<≤+
<≤−
<≤−

=
541
431
322 2

xbx
xx
xxa

xfتابعي پيوسته باشد ،. 

2 - a  وb  را طوري به دست آوريد تا تابع( ) [ ]
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<<+
≤++

=

13
102

01

x
x
a

xbx
xax

xfتابعي پيوسته باشد ،. 
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)را طوري تعيين كنيد تا تابع  kمقدار  - 3 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥
=

kxx

kx
xxf
1

 .، تابعي پيوسته باشد

)عيين كنيد تارا طوري ت mمقدار  - 4 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
++

+
=

12

11
5

2

2

xm

x
mxx

xmx
xfتابعي پيوسته باشد ،. 

 .ي پيوستگي توابع زير را تعيين كنيدفاصله - 5

)) الف )
9

3
2 −
+

=
x
xxf      ب (( ) 232 +−= xxxg  

)) ج )
x

xh
−

=
3

)) د       1 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
10

0

x

xx
x
x

xk || 

)اگر  - 6 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−

+−
=

ax

ax
xa

bxx
xf

1

52

و  aشد مقادير با زيرتابعي پيوسته بوده و نمودار آن به صورت  

b را به دست آوريد. 
  
  
  

)تابع  aبه ازاي چه مقادير از  - 7 ) [ ][ ]
⎩
⎨
⎧

∈
∉−

=
Zxa

Zxxx
xf باشدتابعي پيوسته مي. 

)تابع  aبه ازاي چه مقاديري از  - 8 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤++

>
−
−

=
14

112

xaax

x
xx

x
xf باشدعي پيوسته مي، تاب. 

)تابع  - 9 )
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<−
= 242

21

xa

xxx
xf πsin

][
]روي  aبه ازاي چه مقداري از   ]30 ,=fD  پيوسته

 .است
  
  

lxg پذير باشد و امكان fog تركيب اگر 
ax

=
→

)(lim و f تابعي پيوسته در lx باشد،  0=
  :گاه داريم آن

( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

→→
)(lim)(lim xgfxgf

axax
  

  

3
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  :مثال
xyزيرا تابع  2433، تابعي پيوسته است = 2

1
2

1
==+=+

→→
)(limlim xx

xx
  الف( 

xy][زيرا تابع  20در  = =x   پيوسته نيست]lim[][lim xx
xx 22 →→

  ب( ≠

04
12

2
1

2

2
1

===
→→

][]lim[][lim xx
xx

  ج( 

][زيرا تابع  
x

xy 12 +
10در  = =x پيوسته نيست ]lim[][lim

x
x

x
x

xx

1212
11

+
≠

+
→→

  د( 

22
51212

22
==

+
=

+
→→

][]lim[][lim
x

x
x

x
xx

  هـ( 
 

axدر  gاگر تابع   )در  fپيوسته و تابع  = )ag  پيوسته باشد، تابعfog  درax پيوسته  =
  .است

  

)ثابت كنيد تابع  :مثال ) 3 xxf sin=تابعي پيوسته است ،.  
  :روش اول :حل
xyتابع  )دلخواه پيوسته است پس تابع ℜ∈0xاي است و در تابع چند جمله = ) 3 xxg پيوسته  0xدر  =

)است و تابع  ) xxh sin= اي از جمله در هر نقطه( )0xg پيوسته است پس تابع  
( ) ( )( ) 3 xxghxf sin==  

  .پيوسته است 0xدر 
  :روش دوم

ℜ∈0x دلخواه  
( )

( ) ( ) ( )03 0

3 00

0
0

xfxf
xxf

xxf

xx
xx

=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

→
→

lim
sinlim

sin
  

  .تابعي پيوسته است ℜ=fDروي  fبنابراين تابع 
  :تمرين

)اگر  - 1 ) xxf )و  = ) xxg  .پيوسته است x=0در  fog، ثابت كنيد تابع =
)اگر  - 2 ) [ ]xxf )و  = ) 2−= xxg پيوستگي توابع ،fog  وgof  5را در=x بررسي كنيد. 

)اگر  - 3 )
⎩
⎨
⎧

≥
<−

= 01
0

x
xx

xf  و( )
⎩
⎨
⎧

≥
<

= 0
01

xx
x

xg  ثابت كنيد توابعf  وg 0در=x ،اند ولي پيوستهنا

 .پيوسته است x=0در  fogتابع 

)اگر  - 4 )
⎩
⎨
⎧

∉−
∈

=
zx
zx

xf 3
 .را بررسي كنيد fof، پيوستگي تابع 3
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  :هاي تكميلي تمرين
 .را بنويسيد هاتوجه به نمودار طرف دوم هر يك از تساويرسم شده است با  زيربه صورت  fنمودار تابع - 1

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]

( ) =

==

==

==

==

+−

+

−+

−

→−→

−→→

→−→

−→→

1
11

4
1

11

10

f

xfxf

xfxf

xfxf

xfxf

xx

xx

xx

xx

limlim

limlim

limlim

limlim

π
 

 .باشد را داشتهزير  هاي يژگيوي نمودار تابعي رسم كنيد كه در آن همه - 2
)) الف ) 20 =f    ب (( ) 02 =−f      ج (( ) 06 =f  
)) د ) 51 =f    هـ (( )2fو  تعريف نشده است (( ) 3

1
=

−→
xf

x
lim  

)) ز ) 4
1

=
+→

xf
x
lim    ح (( ) 4

2
=

→
xf

x
lim 

)اگر  - 3 )
x

xxf
−

=− 1
)، حاصل 23 )xf

x 2→
lim را محاسبه كنيد. 

xxاگر  - 4
x

xf 652
2 −=

+
)، حاصل )( )4

2
−

→
xf

x
lim را به دست آوريد. 

)تابع  - 5 )
⎩
⎨
⎧

>+
<+

= 134
1

xbx
xbax

xf  ،مفروض استa  وb  1را طوري به دست آوريد تا اولاً تابع در=x 

)حد داشته باشذ، ثانياً  ) ( ) 43
11

=+
+− →→

xfxf
xx
limlim. 

2 

2 

1 1 -  
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)را طوري تعيين كنيد تا تابع bو  aهر يك از مقادير  - 6 )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−
<<−+

−≤
=

262
22

22

xx
xbax

xx
xf  2در=x 

 .داراي حد باشد x=−2و 
]تابع  aبه ازاي كدام مقدار  - 7 ] [ ]1++= xxay  1در=x داراي حد است. 
]حدود چپ و راست تابع  - 8 ] [ ]xxy 32  .به دست آوريد x=−3و  x=3را در نقاط  =−+
)داشته باشيم  −1اي شامل از بازه xاگر به ازاي هر  - 9 ) ( ) ( )22 12132 ++≤≤+− xxfx  حاصل ،

( )xf
x 1→
lim را به دست آوريد. 

)از بازه  xفرض كنيد به ازاي هر  -10 )0,π−  داريم( ) xxfx sinsin +≤≤− )آنگاه  2 )xf
x

2
π

−→
lim  را

 .محاسبه كنيد
 .حدود زير را محاسبه كنيد -11

) الف
x

x
x 2

21
0 sin

coslim −
→

) ب        
x

x
x 222

2
0 cos

sinlim
−→

  

)) پ )
( )22

2

0

1
xx
x

x sin
coslim −

→
) ت        

( )2
4
1 14

422
−

+
→ x

x
x

πcoslim  

) ث
x

x

x −→ 1
2

1

)cos(
lim

π

1) ج        
2 2

3
+

+
→ x

xx
x cos

sincoslim
π

  

40) چ 22
4

xx
xx

x −−
+

→

tancoslim      ح (
110 −+→ x

x
x tan

tanlim  

) خ
)cos(

tantanlim

6

33

3
ππ +

−

→
x

xx

x
) د     

2

2
1

π

π a
a

a
−

→

sinlim 

 .را محاسبه كنيدحدود زير  -12

1) الف
1

21 −

−
→ x

x
x
lim        13) ب

19 2

3
1 −

−
→ x

x
x
lim  

62) پ
10

2

3

2 −−
−+

→ xx
xx

x
lim      1) ت

2653
2

23

1 −
−−+

→ x
xxx

x
lim  

)) ث ) ( )
4

222
2

2

2 −

−−−
→ x

xx
x
lim    432) ج

23
231 −−+
−+

→ xxx
x

x
lim  

) چ
x

x
x 3

11
0

−−
→

lim        ح (
13

16
3

2

4 −−
−

→ x
x

x
lim  

)) خ )
( )103

202

2 1612
2
+−

−−
→ xx

xx
x
lim      38) د 2

31
x

x
x +

−−
−→

lim  
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372) ذ
9

2

2

3 ++
−

−→ tt
t

t
lim      ر (( )( )

1
411

1 −
−++

→ x
xx

x
lim  

)) ز )( ) ( )
( ) 1

3

1 1
111

−→ −
−−−

n

n

x x
xxx ...lim    ژ (( ) ( )

x
xxxx

nn

x

−+−++
→

22

0

11lim  

) س
22 ax

axax
ax −

−+−
+→

lim    ش (
1

11
21 −

−−+
+→ x

xx
x
lim  

() ص
cos

sintan(lim
x

xArc
x −→ 10

 

)وريد تا را طوري به دست آ kمقدار  -13 ) 21
12

0
=

−
−

→ x
kxxx

x cos
sinlim. 

تساوي  aبه ازاي چه مقداري از  -14
( ) 2

7
11

22
2

23

1
=

−−+

−−+
→ axax

axaxx
x
lim برقرار است. 

6چقدر باشد تا  aمقدار -15
1

3
1

0
=

−
→ xx

ax
x sin

coslim. 

2اگر   -16
1651

3
3

=
+−

+
−→ x

aax
x
lim  آنگاه ،a چقدراست. 

)تابع  -17 )
x

xxf 2sin
)مفروض است = )0f را طوري تعيين كنيد كه تابعf  0در=x پيوسته باشد. 

18- ( )0f  را طوري تعيين كنيد تا تابع( )
x

xxf 283 −+
 .يوسته باشدپ x=0در  =

)را طوري تعيين كنيد تا تابع  bو  aمقادير  -19 )
[ ]
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>+
=

<
−

=
0
0

0
21

xbx
xa

x
x

x

xf
cos

sin

 .در صفر پيوسته باشد 

)را طوري تعيين كنيد تا تابع bو  aمقادير  -20 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+−

<++
=

212
21

2

2

xxx

xbxax
xf  درℜ پيوسته باشد. 

)تابع  aبه ازاي چه مقداري از  -21 )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±=

±≠
−
−+

=
1

11
2

2

24

xa

x
x

xx
xf رويℜ پيوسته است. 

)تابع  a به ازاي كدام مقدار -22 )
( )

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤+

>
−
−

=
12

1
1
1

xax

x
x
x

xf
sin

 .پيوسته است x=1در  

)پيوستگي تابع  -23 ) [ ]
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
−

+−
−=

11

11
122

2

x

x
x

xxxxf 1يدر نقطه=x  بررسي كنيدرا 



   

]ي با دامنه fتابع  -24 ]30 )ي و با ضابطه , )
( )[ ]

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+

<−
=

22

21

x
x

a

xxx
xf πsin

مفروض است به  

 .تابعي پيوسته است fتابع  aازاي چه مقدار 

)ابع ت -25 )
2322

2

−+−
=

aaxx
xxf ا بℜ=fD به ازاي چه مقاديري از  .مفروض استa ،f  تابعي

 .پيوسته است

][][پيوستگي تابع   -26 42
xxy  .بررسي كنيد x=3را در  =+

)با ضابطه  fتابع  -27 )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

=+

<++

=

021
42

013

022
1

x
x
x

xa

xbx

xf

cos
sin

][

طوري تعيين كنيد  را bو aمقادير. مفروض است 

 .پيوسته باشد x=0در  fتا تابع 
 .ا در يك نقطه پيوسته باشدمثال بزنيد كه تنه ℜي تابعي با دامنه -28
][تابع  -29 13 −= xy ي با دامنه( )10000  .ي ناپيوستگي دارداين تابع چند نقطه. مفروض است ,
axرا طوري مثال بزنيد كه هر دو در  gو  fدو تابع -30 ه بوده ولي جمع و ضرب و تقسيم ناپيوست =

axها تابعي پيوسته در  آن  .باشد =
axدر  fرا طوري مثال بزنيد كه gو  fدو تابع  -31 axدر  fogو gناپيوسته و =   .پيوسته باشد =
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