
 

 
 

 

    ـ یازدهم ریاضی محاسبه حد  ایمان نخستین

1 

    ریاضی یازدهم حد محاسبه   

  

 حاصل   :1 سؤالlim ( cosx sinx)
x






12

  کدام است؟3

1 (
2

2
      2(

3

2
       3 (3      4 (2  

4گزینه: پاسخ  

  : عبارت را ساده می کنیمابتدا  2با ضرب و تقسیم یک عدد 

lim cos sin lim sin

sin sin

x x

x x x
 



  

 

   
     

  

 
    

 

12 12

3 1
2 2

2 2 3

2 2 2
3 12 4

  

(sin cos ) sin sin
cos

1
3 2

3 3
3

x x x x
 


   

          
   

  راه حل دوم(  

 براي حل حدهاي مثلثاتی می توانیم از اتحادهاي زیر کمک بگیریم: نکته.  

cos cos21 2 2x x  )2  sin cos2 21x x )1  

sin sin cos2 2x x x)4  cos sin21 2 2x x )3  

  

 اختلاف حد چپ و راست تابع   :2 سؤال
cos

( )
sin

1 x
f x

x






 1در نقطهx  چقدر است؟  

1 (1      2 (
2

2
      3 (2      4 (2  

3گزینه: پاسخ  

sinبه کمک اتحادهاي sin cos , cos cos22 1 2
2 2 2

x x x
x x

  
    داریم :  

coscos cos
lim ( ) lim lim lim

sin cos cos cos

2

1 1 1 1

22 2 222 2
22 2 2

2 2 2 2

x x x x

xx x

f x
x x x x

 

         
       

به طور مشابه حد چپ برابر
2

2
بنابراین اختلاف حد چپ و راست برابر. است 

2 2
2

2 2

 
   
 

  . است 
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 حاصل  :3 سؤال
tan

lim
cos

4

1

2x

x

x



  کدام است؟ 

1 (1      2 (1 -      3 (2      4 (2  

2گزینه: پاسخ  

cosاز اتحاد  cos sin2 22x x x  استفاده می کنیم.  

sin sin cos

cos coslim lim
(cosx sinx)(cosx sinx)cos sin

sin cos
lim

(sinx cosx)cosx(cosx sinx)

2 2

4 4

4

1

1
1

2
2

2

x x

x

x x x

x x
x x

x x

 



 







 


   

  
 

  

 حاصل :4 سؤال
sin

lim
cot tan

4

4

x

x

x x
 

  :برابر است با  

1 (
1

2
      2 (

1

2
     3 (1      4 (1-  

3گزینه: پاسخ  

cotبا توجه به اتحاد  tan cot2 2x x x  داریم :  


sin cos cos

lim lim lim sin
coscot x
sin

1

4 4 4

2 2 2 2 2
2 1

2 22 2
2

x x x

x x x
x

x

x

  
  

    

 حاصل  :5 سؤال

cos

lim
cos sin

4

4

x

x

x x





 
 

 


  کدام است؟ 

1 (
4

1

2
      2 (4 2      3 (2      4 (

1

2
  

2گزینه: پاسخ  

cos cos cos sin sin (cosx sinx)

cos (cos sin ) cos sin
lim

cos sin cos sin cos sin
4

2

4 4 4 2

2
4 2

x

x x x

x x x x x

x x x x x x

  





 
     

 

 
      
  
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(cos sin ) ( cos sin )
lim

(cos sin )
4

4

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2

2 2

x

x x x x

x x


   
     
 
 

    

  

 مقدار  :6 سؤال
sin

lim

sin2
4

1 2

4
x

x

x
 



 
 

 

  :برابر است با 

1(2       2 (2      3  (2 2      4 (
1

2
  

2گزینه: پاسخ  

sin)می دانیم cos ) sin2 1 2x x x   یراز :  

 
sin

(sin cos ) sin cos sin cos sin2 2 2

1 2

2 1 2
x

x x x x x x x      

sinاز طرفی می دانیم  cos sin2
4

x x x
 

   
 

  :پس 

sin x (sin cos ) sin sin

sin
sin

lim lim

sin sin

2

2 2

2

2 2
4 4

1 2 2 2
4 4

2
1 2 4

2

4 4
x x

x x x x

x
x

x x
 

 



    
      
   

    
          

    

 
    

   
    

   

  

  

 قضیه فشردگی :  

)رابطۀ  aاگر در ي همسایگی محذوف   ) ( ) ( )g x f x h x برقرار باشد به طوري کهlim ( ) lim ( )
x a x a

g x f x L
 

  

lim:آنگاه ( )
x a

f x L


  

  

 براي هر   :7 ؤالسx  )رابطۀ  2 )x f x x x    24 5 limحاصل. برقرار است 1 ( )
x

f x
2

  کدام است؟ 

1 (1      2 (      3 (      4 (4  

  

1گزینه: پاسخ  

)طبق فرض رابطۀ  )x f x x x    23 5 )limبرقرار است چون  1 ) lim( )
x x

x x x
 

    2

2 2
3 5 1 پس   1

limطبق قضیۀ فشردگی  ( )
x

f x



2

1.  
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  تابع   :8 سؤال( )[ ]y x x 2 )در چند نقطه از بازة  1 , )2   حد ندارد؟ 2

  سه) 4      دو) 3      یک) 2    هیچ ) 1

  

2گزینه: پاسخ  

]تابع  ]x  در نقاطی کهx د ندارد؛ یعنی نقاط صحیح است ح, ,x  1 1  ولی چونx 2 x,در نقاط  1 x  1 برابر  1

)صفر است لذا تابع  )[ ]y x x 2 xبنابراین تابع داده شده فقط در . در این نقاط حد دارد 1   دحد ندار.  

  

 نشان دهید  :9 سؤال :lim sin
x

x
x


1


  

می دانیم : پاسخsin
x

  
1

1 sinyتابع  پس 1
x


1

limکران دار است و چون 
x

x




  پس طبق قضیۀ تابع ،

limکران دار  sin
x

x
x


1


 است.  

  

 حاصل   :10 سؤالlim cos [tan ]
x

x x



2

  .را بیابید

  

فرض کنید : سخپاtan x
a


1

aدر این صورت      و با توجه به وجود حدa
a

 
  

1
  : در صفر داریم 

cos
lim cos [tan ] lim sin [tanx] lim sin lim

sin ax x x

x
x x x x a

x a     

 
       

2 2 2

1
1 1 1


  

 حاصل   :11 سؤالlim( )
x

x
x

 
   

2

2

1
4

2
  کدام است؟ 

1 (1      2 (2      3 (3      4 (4  

  

4گزینه: اسخپ  

xاز تغییر متغیر  t 2 استفاده می کنیم:  

lim( )( ) lim( ) lim
2 2

1 1 1
2 2 4 2 4 4 1 4

2 2x x t
x x x t

x x t  

     
                    
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استفاده از رابطۀ : روش دوم
sin

lim 1
x

x

x



   :  

در بخش قبل مشاهده کردید که  
sin

lim 1
x

x

x



  .مشابه می توان روابط زیر را نیز اثبات نمودبه طور  

tan
lim 1
x

x

x



)3    lim

tan
1

x

x

x



)2      lim

sin
1

x

x

x



 )1  

  

  

 در حالت کلی تر : نکته
sin

lim 1
x

kx

kx



و  

tan
lim 1
x

kx

kx



  

به طور مثال براي محاسبۀ 
sin

lim
3

x

x

x
به . ضرب می کنیم 3صورت و مخرج را در 

sin
lim

3
3

3x

x

x

 
 
 

حاصل  می رسیم 

sin
lim

3

3x

x

x
پس . است 1برابر  

sin
lim

3
3 3 1 3

3x

x

x

 
   

 
.  

  

  حاصل   :12 سؤال
sin

lim
sinx

x x

x x





3


  چقدر است؟

1 (1      2 (2      3 (3      4 (4  

2گزینه: پاسخ  

limچون 
sinx

x

x
1


است پس  

sin
lim
x

x

x
1


  .تقسیم می کنیم xحال صورت و مخرج را بر . است 

sin sin

lim lim
sin sinx x

x x x

x x x
x x x

x x x

 

  
  

 

3
3 3 1

2
1 11

 
  

 حاصل  :13 سؤال
cos

lim
x

x

x

1 2


  :برابر است با 

1 (
2

2
      2 (

2

2
      3(2       4 ( 2  

4گزینه: پاسخ  

cosبه کمک اتحاد مثلثاتی  sinx x  21 2   : داریم 2

cos sin | sin | sin
lim lim lim lim
x x x x

x x x x

x x x x      

 
       

21 2 2 2 2
2 1 2

   
  

 طبق قضیۀ فشردگی داریم: نکته :lim
x

x
x

 
  

1
1


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 حاصل حدهاي زیر را بیابید  :14 سؤال .  

    
cos

lim
2

1

x

x

x




 )1  

  

را در صورت ومخرج :پاسخcos1 x ضرب و تقسیم می کنیم.  

cos cos cos cos
lim lim lim

cos ( cos )

sin sin
lim lim ( )

2

2 2 2

2

22
2

2

1 1 1 1

1 1

1 1 1
1

2 2 22

x x x

x x

x x x x

xx x x x

x x

xx

  

 

   
  

 

 
    

 

  

 


  

  

  

tan sin
lim

3x

x x

x




 )2    

از اتحاد  :پاسخ
sin

tan
cos

x
x

x
 استفاده می کنیم .  



sin
sintan sin sin ( cos ) sin coscoslim lim lim lim

cos

sin sinsin sin
lim lim

3 3 3 2

1

2
2

2
2

1 1

2 1 1 12 2 1 1
2 2 2

2

x x x x

x x

x
xx x x x x xx

xx x x x x

x x
x x

xx xx

   

 

  
   

 
  

         
   

 

   

 

  

دقت کنید حاصل 
cos

lim
2

1

x

x

x




  .به یک روش دیگر حل شده است 1 در قسمت 

 تغییر متغیر: روش سوم :  

  . در این روش با تغییر مناسب متغیر حد مورد نظر را به یک حد ساده تر تبدیل می کنیم و سپس حد جدید را محاسبه می کنیم 

به طور مثال براي محاسبۀ 
sin

lim
2

x

x

x
2xاز تغییر متغیر   t  استفاده می کنیم وقتیx    آنگاهt  .  

sin sin sin
lim lim lim

2
2 2 1 2

2

x t t

x t t
tx t  

    
  

  

  

 در عباراتی شبیه: تذکرsin ( )f x  وقتی( )f x    از تغییر متغیر(x)t f ی کنیماستفاده م  .  
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 حاصل  :15 سؤال
sin( )

lim
1

1

1x

x

x




  .را بیابید 

1فرض کنید : پاسخt x  در این صورتt   داریم :  

sin( ) sin( ) sin
lim lim lim lim

( )( )1 1 1

1 1 1 1 1
1

1 2 21 1 1x x t x

x x t

x tx x x   

 
     

   
  

 وقتی : تذکرx a  از تغییر متغیرx a t  در این صورت . استفاده می کنیمt   . در سوالات مثلثاتی این تغییر

  . متغیر بسیار سودمند است

  حاصل   :16 سؤال
cos

lim
sin

1

3x

x

x 


  برابر کدام است؟ 

1 (
2

6
    2 (

2

3
    3 (

2

3
      4 (

2

6
  

1گزینه: پاسخ  

tقرار می دهیم  x   پسt  .  

sin
cos(t )cos cos

lim lim lim lim
sin sin ( ) sin t sin t

sin sin sin
lim lim lim

sin t sin sin

22
11 1 2

3 3 3 3

2
1 1 32 2 22 2

3 3 2 3 3
2

1 1 2
2

2 3 6

x t t t

t t t

t
x t

x t

t t t
t t

tt t t





   

  

   

  

  
  

  

 
  

        
   

 

     

  

  
  

 حاصل   :17 سؤالlim( ) tan
2x

x
x





 برابر است با :  

1 (
1

2
      2 (

1

2
      3 (2-      4 (2  

3گزینه: پاسخ  

xبا تغیر متغیر  t مداری :  

cos cot tan

lim( ) tan lim lim

cot tan

2 2 2 2

2
2

2 2

x x t

x t t
x t x t

x t

x x t
x

x t 


 






  

 
          

 

  


    




  

lim: تذکر
tanx

ax a

bx b



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 اگر  :18 سؤال
| cosx |

lim

2

1

2 3
x

k

x 





  کدام است؟ kآنگاه مقدار  

1 (
5

6
      2 (

4

3
      3 (

1

5
      4 (

2

3
  

4گزینه: پاسخ  

 

cos | cosx | cosx

sin
| cosx | cos

lim lim lim

2 2 2

2

2

2 2 2
2

2

1 2

2 3 3

x x x

x x

k x
k k x k

x x
x

k
k

  





   



  

     

 
      

   
  
 

   



  

 حاصل   :19 سؤالlim( )cot2

2
4

2x

x
x




 
  

 
  چقدر است؟ 

1(
2


       2 (

4


      3 (

8


      4 (

16


  

  

3گزینه: پاسخ  

2xقرار می دهیم t   پسt   و داریم :  

lim( )( )cot lim cot ( ) lim cot

lim cot lim lim

tan

2
4

2 2 4 2 4
2 2 2

4 4 8
4

2
22

x t t

t t t

x x x t t t t

t t
t t

tt

  



 

  

  

     
          

     

   
 
 
 

 

  



  

  

 اگر   :20 سؤالlim( ) tan
2 4x

x a x



  برابر عدد حقیقیb باشد مقدارa b  کدام است؟  

1 (4-    2 (2 -      3 (2      4(4  

  

2گزینه: پاسخ  

limحاصل  tan
2 2x

x



   پس شرط لازم براي وجود حد آن است کهlim( )

2x
x a


    2باشد پسa   است قرار  

2t. می دهیم x  ورتدر این صt   .  
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lim( ) tan lim( ) tan ( ) lim tan

lim cot lim lim
tan tan

2
2 2 2 2

4 4 2 4

4 4 44 1
4

4 4

x t t

t t t

x x t t t

tt
t t

t t

   




   

  

  

     
           

     

 
   

          
   

 

 

  

  

بنابراین 
4

b


 2در نتیجه 4 2a b    .  

 هم ارزي: روش چهارم :  

)تابع  aدر همسایگی   )f xرفتاري کاملاً (ها تقریباً بر هم منطبق باشند هرگاه نمودار آن. را با یک چند جمله اي هم ارز می نامیم

)در این صورت می توانیم در محاسبۀ حد به جاي ) شبیه هم داشته باشند )f x هم ارز آن را جایگزین کنیم.  

uوقتی : هم ارزي هاي مهم   اد هم ارزي استنم ~. (توابع هم ارز مهم به صورت زیر می باشند(.  

tan ~u u )2  sin ~u u)1  

cos ~ m
2

1
2

m u
u   )4  cos ~

2

1
2

u
u )3  

~
1

1 1n u u
n

  )6  
( ) ~1 1nu nu )5  

  

 حاصل  :21 سؤال
cos

lim
tan

1

x

x

x x




  .را بیابید 

  

به جاي : پاسخcosx هم ارز آن
2

1
2

x
و به جايtan x   از هم ارز آنx استفاده می کنیم :  

cos
lim lim lim

tan

2
2

2

1 1
21 12

2x x x

x x
x

x x xx x  

 
  

    
  

  

 با فرض  :22 سؤال
cos cos

lim
2

1

4x

ax x

x


 


  کدام است؟ aمقدار   

1(1       2 (2      3 (3      4  (4  

1گزینه: پاسخ  

cosاز هم ارزي ~
2

1
2

u
u   استفاده می کنیم :  

cos cos
lim lim

2 2 2

2 2

1 1
2 2

x x

a x x
ax x

x x 

  



 
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~حال از هم ارزي 
1

1 1n u u
n

  استفاده می کنیم :  

lim lim

2 2 2
2

2
2

2 2

1 2 11 1
2 2 2 2 14

4x x

a x x a
x

a

x x 

      
    

 
  

پس 
22 1 1

4 4

a 
  1و لذاa  .  

 حاصل  :23 سؤال

cot

lim
sin

4

4

1 2
x

x

x




 

  
 

 
 

 


  :برابر است با 

1 (
2

2
    2 (

2

2
      3 (2      4 (2  

1گزینه: پاسخ  

cos cos cos sin sin (sin cos )
cot

sin sin sin

sin sin cos sin cos sin cos (sin cos )2 2 2

2
4 4 4 2

4

4 4 4

1 2 1 2 2

x x x x x
x

x x x

x x x x x x x x x

  


  

  
            

                    

       

  

در یک همسایگی راست 
4

 
 
 

,مثلاض بازة  
4

 
 
 

  ،cosx  مثبت وsinx ست اما قدرمطلق منفی اcosx 

sinاست پس حاصل  sinxبیشتر از قدرمطلق  cosx x به دایرة مثلثاتی دقت کنید. در این همسایگی مثبت است :  

بیشتر است زیرا هر مقدار به محور کسینوس ها نزدیک می شویم  sinxاز قدر مطلق  cosxدر این همسایگی مقدار قدرمطلق

  . نزدیک می شود 1کسینوس به 

| sin | sinx cosx
4

x x cosx


        

  

  

  : با توجه به توضیحات فوق داریم

(sin cos ) sin cos

cot sin sin

lim lim lim
| sin | sinsin

lim

sin

4 4 4

4

2 2

2 2

4 4 4

1 2

2 1 2 1 2

2 2 1 2

4

x x x

x

x x x x

x x x

x cosx x cosxx

x

  



  



  



     
          
     

 
  
 

 


     
       

      
 

    
 

 
 

  

O  2

2

 

 
4




 
 یک همسایگی راست  

4


 
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 حاصل   :24 سؤال
sin sin

lim
3

2 2
x

x x

x




  کدام است؟ 

  صفر) 4      2) 3      - 1) 2      1) 1

2گزینه: سخپا  

sinمی دانیم sin cos2 2x x x در نتیجه:  

sin sin sin cos sin sin ( cos )
lim lim lim

sin cos ( cos )
lim lim

3 3 3

2 2

2 2 2 2 2 1

2 1 2 1

x x

x

x x x x x x x

x x x

x x x

x x x

 



  
  

 
    

 



  

  :براي محاسبۀ حد فوق چند راه پیشنهاد می کنیم

cosمی دانیم ) 1 sin21 2
2

x
x  در نتیجه :  

sin sin
( cos )

lim lim lim

2
2

2 2

1

2

4
2 1 12 24 4 1

4x x x

x x
x

xx x  

 
 

         
 
 

  



  

cos1با ضرب صورت و مخرج کسر در) 2 x داریم:  

( cos ) cos ( cos ) sin
lim lim lim

cos ( cos ) ( cos )

sin
lim

cos

2 2

2 2 2

2

2 1 1 2 1 2

1 1 1

1 1
2 2 1 1

1 2

x x x

x x x x

xx x x x x

x

x x

  

  
     

  

 
         

 

  

  

xدر) 3    از هم ارزيcos ~
2

1
2

x
x استفاده می کنیم :  

 
( cos )

lim lim

2

2 2

2
1 22 1

x x

x
x

x x 




    
 

  

 اگر   :25 سؤال
sin sin cos

lim
tan 3

4
x

x x x

ax





  کدام است؟ aباشد مقدار  

1 (1      2 (2    3 (
1

4
      4 (

1

2
  

4گزینه: پاسخ  

sin
sin sin cos sin ( cos ) sin

lim lim lim
tan tan tan tan

2

3 3 2

2
1 2

x x x

x
x x x x x x

ax ax ax ax  

 
  

   
 
 

  
  

O 

B 

C 
A 
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sin
sin

lim lim
tan tan

2 2

2 3

3

3

1
1 1 1 12 22 2 2

4 2

1 1 1
4

2 8 2

x x

x
x

ax ax a a a a a

a a
a

 

   
   

           
   
   

     

 
  

 حاصل  :27 سؤال
sin tan

lim
3x

x x

x




  کدام است؟ 

1 (
1

2
      2(

1

2
       3 (

1

3
      4 (

1

3
  

2گزینه: پاسخ  

sinمی توانیم از هم ارزي هاي  ~x x وtan ~x x وcos ~
2

1
2

x
x استفاده کنیم :  

tan (cos )
lim lim

2

3 3

1

1 12

2x x

x x
x x

x x 

 
     

 
  

 حاصل  :28 سؤال
cos cos

lim
2

1 2
x

x x

x




  کدام است؟ 

1(
3

2
       2 (

5

2
      3 (

1

2
      4 (1  

  

2گزینه: پاسخ  

  :اضافه و یک بار کم می کنیم cos2xبه صورت کسر یک 

cos cos cos cos cos cos cos
lim lim

cos cos ( cos ) cos cos
lim lim cos

sin
sin

lim limcos

2 2

2 2 2

2
2

2 2

1 2 2 2 1 2 2 2

1 2 2 1 1 2 1
2

2
2 1 522 2

2 2

x x

x x

x x

x x x x cos x x x x

x x

x x x x x
x

x x x

x
x

x
x x

 

 

 

     


     
    

 

     

 

 

 

  

  

 اگر  :29 سؤال
cos

lim
4 4 4x

a x
b

x x







 
  کدام است؟ abدار باشد مق 

1 (4      2 (24    3 (28    4 (صفر  

3گزینه: پاسخ  

چون حد مخرج تابع 
cos

( )
4 4

a x
f x

x x




 
4xدر    4ر صفر است، پس شرط لازم براي موجود بودن این حد دx   آن

  :است که حد صورت هم صفر باشد
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lim( cos ) cos

sin
cos ( cos x)

lim lim lim
( ) ( )

sin ( ) sin ( )
lim lim

( )( ) ( )

4

2

2 24 4 4

2 2 2 2

22 24 4

4 1

2
1 1 2

4 4 2 2

2 2 2 2
2 2

42 2

x

x x x

x x

a x a a

x
x

x x x x

x x
x x

xx x

 


 

 



  

 

      


   

 
   

     
 

  



  

)limچون  )2
4

2
x

x


  را قرار می دهیم 16غیرصفر است در ادامه براي کم حجم تر شدن محاسبات مقدار آن یعنی :  

sin sin
lim ( ) lim lim

( ) ( )

2 2

2 24

2 16 32
2 2
4 4x

x x
f x

x x

 



  
 

 
  

4xبه کمک تغییر متغیر  t داریم:  

sin sin ( ) sin sin

sin sin sin
lim lim lim

( )

2

2 2
2

2

2 24

4 4
4 2

4 2 2 2 2

32 32
2 2 232 32 8

4 4x t t

x t x t
x t t t

x t

x t t

x t t

   


  



  

        
               

 
   

          
  

 

 



  

  

  


