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 را بيابيد. xمقدار  5.1
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 محاطی است، اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند. ها، یک چهارضلعیثابت کنيد از بين تمام چهارضلعی 5.1

 

3 

3های دو دایرۀ متخارج را به دست آورید که طول مماس مشترک خارجی آنها مساوی طول شعاع 5 و طول مماس مشترک  7

 واحد است. 8المرکزین آنها مساوی و خط 15 داخلی آنها

4 

ABتقسيم کرده است. اگر  2به  1متر را به نسبت سانتی 9به طول  CD، وتر ABوتر  C(O,R)در دایرۀ  5 cm11 آنگاه .

 را به چه نسبتی قطع کرده است؟ ABوتر  CDوتر 

1 

تماس،  ۀمحاطی خارجی بر ضلع متوسط و امتداد دو ضلع دیگر مماس است. نقط ۀدایر، 7و  5، 3در مثلثی به طول اضلاع  5

 کند؟ضلع متوسط را به کدام نسبت تقسيم می
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 نام و نام خانوادگی: ..........................

  ................................. مقطع و رشته:

 .........................نام پدر: ..................

 .شماره داوطلب: ..............................

 صفحه 3 تعداد صفحه سؤال:

 
 

 2هندسه نام درس: 

  آقای مظاهری فرد نام دبیر:

 22/30/2031امتحان:  تاریخ

 / عصرصبح 8 ساعت امتحان:

 دقیقه 223مدت امتحان : 



2 
Aاز آن قرار دارد و مثلث mو به فاصلۀ d2به موازات d1در شکل،  B C


   بازتاب مثلثA BC



است. بازتاب  d1نسبت به خط 

Aمثلث B C

   را نسبت به خطd2رسم کنید و آنA B C


  نامید.را ب 

AAالف( نشان دهید  m  2.  

Aتوان مثلثب(  با چه تبدیلی می B C


   را تصویرA BC


 دانست؟  
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Aاگر  که کنید ثابت دارد، قرار بازتاب خط بر عمود راستای در ABخط  پاره که حالتی در  5.1 B  بازتابAB  باشد ،AB وA B  

 .انداندازههم

8 

 مطابق شكل مشخص است. Bو  Aاسكله بسازیم. جاي دو اسكله  3ها خواهیم كنار رودخانهمي  5.1

  ترین مسیر را طي كنند؟كوتاه MAMBها هنگام طي مسیر ي از ساحل رودخانه بسازیم كه قایقارا در چه نقطه Mاسكلۀ 
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aثابت کنيد در هر مثلث دلخواه داریم: 5.1 b c
R

Sin A Sin B SinC
   2( R .شعاع دایره محيطی است) 

 

55 

ای دارد؟ چه فاصله Cو  Bحد از رأس قرار دارد، از وا 7که به فاصله  Dواحد، نقطه  8به ضلع  ABCالاضلاع در مثلث متساوی 5

AEDای است؟ اندازه زاویه به چه فاصله Dقرار دارد، از  Cواحد از  5که به فاصله  Eنقطه 


 چند درجه است؟ 

55 

 هستند. AMBو  AMCنيمسازهای زوایای  MQو  MPو  BCوسط  ABC ،Mدر مثلث  5

PQثابت کنيد  || BC 
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ABC ،ABدر مثلث  5.1  ACو  7   53 را بدست آورید. Cاست. طول نيمساز زاویه داخلی  و  5

 ت آورید.را با کمک دستور هرون به دس aالاضلاع به ضلع دستور محاسبه مساحت مثلث متساوی 5

 

 

 

 

54 





 

 

 

 

 

CD AB
31

2
CDو   AB

91
2

 

CDدر نتيجه:  AB 62  وCD AB 182 

CD پس: CD  2 244 ABخواهيم داشت:  و 122  60 

̂است خواهيم داشت:  ABروی کمان زاویۀ محاطی روبه از طرفی چون زاویۀ   30 

PA PB.PC

( ) x.(x )

x x

x x

(x )(x )

x
PB ,PC

x



 

 

  

  

 
  



2

2

2

2

10 3 20

300 20

20 300

30 10

30
10 30

10
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 MA.MB MC.MD 

 

( x) ( )

x

x

x

    

 





4 4 3 3 5

16 4 24

4 8

2
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 محاطی باشد یعنی هر چهار رأس آن روی یک دایره واقع است. ABCD ات: اگر چهارضلعیاثب

 لزوماً قطر نيست( از دایرۀ محيطی خواهيم داشت: AC) ACبا رسم وتر 

ˆ ˆA DCB , C DAB 
1 1
2 2
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 69-69سال تحصيلی  دومسؤالات پایان ترم نوبت  کليد

 2هندسه نام درس: 

 مظاهری فردآقای  نام دبير:

 12/33/69 :تاریخ امتحان

 / عصرصبح 8ساعت امتحان: 

 دقيقه 213 مدت امتحان:



 باشد.می 360د و جمع آنها سازنبا هم کل دایره را می DABو  DCBاما 

ˆبنابراین  ˆA C  180 وˆ ˆC ,A باشند.مکمل می 

ˆبه همين ترتيب  ˆD,B .هم مکمل خواهند بود 

 د از برهان خلف کمک بگيریم:مکمل یکدیگر باشند. حال برای اثبات بای Cو  Aبه عکس، فرض کنيم زوایای 

توان جداگانه به عنوان رئوس مثلثی در نظر گرفت. از آنجا که هر مثلث یک شکل را می از چهارضلعی B , C , Dسه نقطۀ 

 Aآید، فرض کنيد این دایره از نقطۀ کند. حال فرض خلف به کمک ما میای از این سه نقطه عبور میمحاطی است حتماً دایره

 نگذرد:

 

 

 

 

Aقطع خواهد نمود. چهارضلعی جدید  Aای همچونیا امتداد آن را در نقطه ADپس دایره خط  BCD  محاطی است و در

Aنتيجه زوایای  ,C اند. اما فراموش نکنيد در فرض مکملA  وC اویۀ مکمل یکدیگر بودند پس دو زA  وA اند و اندازههم

 منطبق است. Aبر  Aگذرد. در نتيجه نمی Aاین تناقض است، زیرا فرض نمودیم دایره از نقطۀ 

 

 پاسخ: طول مماس مشترک داخلی:

 d (R R ) (R R ) (R R )            2 2 2 2 215 8 15 64  

 طول مماس مشترک خارجی:

 d (R R ) (R R ) (R R )            2 2 2 2 23 7 8 63 64 

 
R(R R ) R R

RR R(R R )

       
  

     

2

2

449 7

311
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MA.MB MC.MD MA.MB

MA MB,

     
 

  

3 6 18

119 3 6
 

MA MB MB.( MB) MB MB (MB )(MB )            211 11 18 11 18 2 9

MB MA  9 2 
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2به  1تقسيم به نسبت   



P P /     2 3 5 7 15 7 5 

 BD P c / /    7 5 3 4 5 

 DC / /  5 4 5 0 5 
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  پاسخ:

mالف( با توجه به شکل داریم: A M A M    ،A M AM  وA M A M    :در نتیجه  

AA AM AM AM M A         

AA A M A M     2 2AA m  2 

 خواهد بود. m2نیز برابر  CCو  BBطریق مشابه اندازۀ ب( به

Aپ( مثلث  B C


    حاصل انتقال مثلثABC


بازتاب محوري با محورهاي موازي شكل را به تصویري  2توان گفت باشد. ميمي 

 كند.ميجهت با شكل اولیه منتقل شكل و همهم

7 

 
 پاسخ:

 محور تقارن را Mدهیم تا در نقطۀ را ادامه مي ABخط پاره

 قطع نماید، حال خواهیم داشت:

A، برابر AMخط بازتاب پاره M خط بازتاب پاره وMB  برابرB M :است. در نتیجه 

AB AM BM A M B M A B        
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 9 نامیم.مي Mوصل نموده حاصل تقاطع را  Bخطي به  Aنامیم از مي Aرا نسبت به ساحل بالائي در نظر گرفته و  Aل: بازتاب نقطۀ ح

 ثابت کنید در هر مثلث دلخواه داریم:

ACبا فرض  ABCدر هر مثلث دلخواه  b ،BC a  وAB c داریم 

a b c
R

Sin A Sin B SinC
   2 

 شعاع دایره محيطی است. Rکه 

 اثبات:

 نمائيم.های آن است را رسم میمحل برخورد عمودمنصف مرکز آنکه  ABC: دایره محيطی مثلث 1گام 

Aدر مثلث  Ĉدایره را قطع نماید. چون زاویه  Aدهيم تا در نقطۀ متداد میمرکز دایره وصل نموده ا بهرا  Bحال رأس  BC 

 رو به قطر دایره محيطی است، سپس قائمه است بنابراین:

BC A B.SinA  

 بنابراین خواهيم داشت:بوده و با یکدیگر برابرند. BCهر دو رو به کمان  Aو  Aاما زوایای 

ˆBC RSin A

BC a
R

ˆ Sin ASin A

 

  

2

2
 

11 



 توان نوشت:ترتيب فوق در مورد سایر اضلاع هم می: به2گام 

b c
R , R

ˆSin B SinC
 2 2 

 در نتيجه خواهيم داشت:

 
 
 

a b c
R

Sin A Sin B SinC
   2 

 

 

 هاکسينوسبا کمک قضيه 

ABD : x x Cos


     2 2 27 8 2 8 60 

x x   249 64 8 

x x   2 8 15 

(x )(x )  3 5 

x  xیا5  3 

xه ان. )با توجه به شکل رسم شدقابل قبول 5و  3الاضلاع است هر دو جواب چون مثلث متساوی  3) 

DCچون   CEDپس مثلث  5


است پس دو زاویه دیگر  60برابر  Ĉالساقين است و چون زاویه راس آن یعنی متساوی 

CEDوده پس مثلث ب 60مثلث هم 


EDباشد در نتيجه الاضلاع میمتساوی   Êو  5     180 60 120 
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AMBکافيست در دو مثلث 


AMCو  


 رابطه 

AQ AM AP AM
AMB : , AMC :

BQ MB PC MC

 
  

M  وسطBC  است پسMB MC و خواهيم داشت 

AQ AP

BQ PC
 

PQو بنابه عکس قضيه تالس داریم  || BC 
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 13 های حاصل از رسم نيمساز را بدست آوریم:ابتدا باید طول قطعه



cb ca
x y

b a b a

x y

 
 

 
   
7 5 7 7 10 14
15 3 15 3

 

CDحال با کمک فرمول  AC.CB AD.DB 2 کنيم.طول نيمساز را محاسبه می 

CD      2 7 14 985 10 50
3 3 9

 

 

P a
3
2

 

S a( a a)( a a)( a a)   
3 3 3 3
2 2 2 2

 

S a a 4 23 3
16 4
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ABD BCD

S S S   

ABDS    
1 60 80 2400
2

 

 با کمک قضيه فيثاغورث داریم:

BD BD    2 2 260 80 10000 100 

BCD

S      120 30 20 70  بنابه دستور هرون 2244

S Cm Cm Cm  2 2 22400 2244 4644 

15 

ABC ،ABدر مثلث  - 10 ،AC  Âو  6  60  اولا طولBC  ًرا بدست آورید، ثانياً مساحت مثلث را تعيين کنيد، ثالثا

 را پيدا کنيد. SinBمقدار 

توانيم اندازه ضلع سوم را ها را داشته باشيم، میدانيم هرگاه طول دو ضلع دو زاویه بين آنها، میبا کمک قضيه کسينوس

 بدست آوریم. بنابراین:

ˆa b c bcCosA  2 2 2 2 

a ( ) ( ) a           2 1100 36 2 10 6 136 60 76 76 2 19
2

 

 آید:ها بدست میمساحت هم به سادگی با دانستن طول ضلع و زاویه ميان آن

ˆS bcSin A
1
2
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S ( ) ( )    
1 210 6 15 2
2 2

 

 توان از معادله زیر کمک گرفت.ها میهای مثلثاتی آنحال برای یافتن اندازۀ زوایای دیگر و یا نسبت

ˆ ˆˆS bcSin A acSin B abSinC  
1 1 1
2 2 2

 

 با در نظر گرفتن دو داریم:

ˆSin B 
115 2 76 10
2

 

ˆSin B





2 15 2
76 10

 

 

 


