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یاRیازهاندبهدایرهمرکزنامبهثابتنقطهیکازهاآنیفاصلهکهصفحهازنقاطیهندسیمکان

.باشدمیشعاع

دایره

R

O
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اهیمخوگاهآنکنیم،مقایسهشعاعباوآوریمدستبهراخطتادایرهمرکزیفاصلهاستکافی

:داشت

وضعیت نسبی خط و دایره

«خط دایره را در دو نقطه قطع می کند»«خط بر دایره مماس است»«کنندنمیقطعرایکدیگردایرهوخط»

OH ROH R OH R

R

O

R
O

R

O

:کندمیافرازبخشسهبهراصفحهدایرههر

.استدایرهشعاعازکمتردایرهازهاآنیفاصلهکهنقاطیمجموعه:دایرهداخل-1

.استدایرهشعاعبرابردایرهازهاآنیفاصلهکهنقاطیمجموعه:دایرهروی-2

.استدایرهشعاعازبیشتردایرهازهاآنیفاصلهکهنقاطیمجموعه:دایرهخارج-3

OI R

OM R

OE R

I

M

E

O

Aنقطهدو , Bمانکهرکهدهندمیتشکیلراکمانکنیموصلهمبهاگررادایرهمحیطبرواقع

.استدایرهمحیطازقسمتی

کمان در دایره

AB

.باشنددایرههایشعاعآنهایضلعودایرهمرکزرویآنرأسکهشودمیگفتهایزاویهبه

.استبرابرآنرویروبهکمانبامرکزییزاویهیاندازه

زاویه مرکزی



زاویه مرکزی

AB  
O 

A

B
زاویه ی محاطی

.باشنددایرهوترهایهایشضلعودایرهمحیطرویرأسشکهاستایزاویه

.استآنرویروبهکماننصفمحاطییزاویهیاندازه
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(R2).استقطردایرهدروتربزرگترین.استدایرهمحیطرویآنسردوکهاستخطیپاره
وتر

.کندمینصفرانظیرشکمانوتر،بهعمودقطردایره،هردرکنیدثابت

قضیه

1 2

1 2

90 AOH BOH

OB OA R
AH BH

H H
O O AC BC

OH OH

 



 
 

   
   

وتر و یک ضلع
C

تهنگذشدایرهمرکزازکه)آنازوتریکوسطبهرادایرهمرکزکهخطیدایره،هردرکنیدثابت

.استعمودآنبهکند،میوصل(باشد

قضیه

1 2
AOH BOH

AH HB

OB OA R H H

OH OH

 






   
  1 2

1

1 2

180

2 180

90

H H

H

H H

 



 

ض ض ض 

آنبهد،کنمیوصلآنازوتریکنظیرکمانوسطبهرادایرهمرکزکهخطیدایرههردرکنیدثابت

.استعمودوتر

قضیه

c

12
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.برابرندهمبامساویوتردونظیرهایکماندایرههردرکنیدثابت

قضیه

1 2
AOH COH

AB CD

OA OD O O AB CD

OB OC

 






    
 

زاویه مرکزی

ض ض ض 

A

O

DC

B

1

2

.برابرندهمبامساویهایکماننظیروترهایدایرههردرکنیدثابت
عکس قضیه

1 2O O

AB CD CO OB

AO OD




  
 

A

O

DC

B

1

2

.برعکسواندفاصلهیکبهدایرهمرکزازمساویوترهایدایرههردرکنیدثابت

قضیه

AB A B OH OH    

2 2
90

AB A B
A H AH

H H OH OH

OA OA

 
   


    

 



وتر و یک ضلع

اثبات عکس قضیه

290

OH OH

H H A H AH AB A B

OA OA R






         
  

وتر و یک ضلع
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ضلعواستدایرهبرمماساضلاعشازیکی.استدایرهمحیطرویآنرأسکهاستایزاویه

.استدایرهازوتریدیگرش

.استآنروبرویکماننصفظلییزاویهیاندازه

زاویه ظلی

زاویه ی بین دو وتر متقاطع
برابرترودوبینحاصلیزاویهکنیم،رسموتردودایرهداخلنقطهیکازهرگاهکنیدثابت:قضیه

.وتردوبینمحصورهایکمانباآنبهروروبههایکمانمجموعنصفبااست

1 2
AA BB

M
 

 2 2
AB A B

M
 


121

2

(امتداد دو وتر)زاویه ی بین دو قاطع 

محصورهایکمانتفاضلنصفبااستبرابر(وتردوامتداد)قاطعدوبینیزاویهکنیدثابت:قضیه

.Mیزاویهبهروروبههایکمانیاوتردوبین

2
AA BB

M
 



زاویه ی بین یک قاطع و یک مماس

محصورایهکمانتفاضلنصفبااستبرابرمماسیکوقاطعیکبینیزاویهکنیدثابت:قضیه

(Mیزاویهبهروروبههایکمان)مماسوقاطعبین

2:داشتخواهیمسپسکنیممیوصلTبهBاز

AT BT
M




زاویه ی بین دو مماس

مماسدونبیمحصورهایکمانتفاضلنصفبااستبرابرمماسدوبینیزاویهکنیدثابت:قضیه

.Mیزاویهبهروبهروهایکمانعبارتیبهیا

2

TET TFT
M

 

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واستبرابرهمباهامماساینطولقطعاکنیم،مماسدایرهبرخطدودایرهازخارجاینقطهازاگر

.کندمیایجاددایرهدرراروابطی

خطوط مماس بر دایره

AT AT

T

T

Rهاینقطهدرمثلثهایضلعزیرشکلدر , P , Qبهتوجهبا.اندمماسدایرهبر

.آوریددستبهراACضلعشده،دادهمقدارهای

مثال

ABC


•OMاستنیمسازونیمساز.

•OMاستمنصفعمود.

•

•

•

•

O


M


TT

2
OH OM R 

2 4TT OH MH  

2TT OM R MT  

MT MT

دوتفاضلوجمعباراآنوبنامیمABو(المرکزینخط)آوردهدستبهرامرکزدویفاصلهباید

.کنیممقایسهشعاع

وضعیت دو دایره نسبت به هم
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یرابطهاز،باشدواگرکهاستنقطهدویفاصلههمانمرکزدویفاصله

:آیدمیدستبهزیر

یادآوری

A A
A(x ,y )

B B
B(x ,y )

2 2
A B A B

(x x ) (y y )  

:«متخارج»

:«خارجمماس»

:«متقاطع»

d R R 

d R R 

R R d R R    

:«داخلمماس»

:«متداخل»

:«مرکزهم»

d R R 

d R R 

0d 

یدایرهشعاعو2اولیدایرهشعاعباشیم،داشتهومراکزبهرادایرهدواگر

دارند؟قرارهمبهنسبتوضعیتیچهدردایرهدوباشد،3دوم

مثال

2 3O( , )1 4O ( , )

2 2

2 3

1 2 4 3 1 49 50 5 2

5 2 5

R ,R

d ( ) ( )

d ,R R d R R

 

       

       متخارج
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.برابرندهمبادایره،بردایرهازخارجنقطهازشدهرسمهایمماسطولکنیدثابت

قضیه

90

OH OH

H H AH AH

AO AO




    
 

O

H

H

A

دایره،آنبهواستمحیطیچندضلعیباشد،مماسایدایرهبرآناضلاعیهمهکهچندضلعی

.گوییممحاطییدایره

چندضلعی های محیطی

.استبرابرهمبامقابلاضلاعجمعمحیطی،چهارضلعیهردر
نکته

AB DC BC AD   چهارضلعی محیطی

نکته
هنقطآن).باشندهمرسنقطهیکدرداخلیزوایاینیمسازهایاگراستمحیطیچهارضلعییک

(.استمحاطییدایرهمرکز

.هستندمحیطیهموارهلوزیومربعفقطمعروفهایچهارضلعیبیندر

)22:کهاستآنباشد،محیطیذوزنقهیککهاینبرایکافیولازمشرط R) AB CD 
ارتفاع

2R

تمرین

باشد،45ذوزنقهمساحتاگراست،محیط3شعاعبهایدایرهبرالساقینمتساوییذوزنقهیک

است؟کدامآنساقطول

45

1
45 6 45 3 15 2 7 5

2

S

(a b) (a b) a b /

AD BC a b AD BC



          

     قاعده کوچک، چون چهارضلعی محیطی+قاعده بزرگ

15 7 5AD BC AD BC /    
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دایره محاطی مثلث

وبودآنشعاعبودیمدادهتوضیحمثلثمحاطیدایرهبارابطهدرقبلا

داردخارجیمحاطیدایرهسهمثلثهرکهگفتیمهمچنینو

(استمحیطنصفPومثلثمساحتS):بااستبرابرهاآنهایشعاعکه

S
r

P


OH OH OH  

مماس استaدایره بر ضلع مثلث به طول: 

مماس استbدایره بر ضلع مثلث به طول : 

مماس استcدایره بر ضلع مثلث به طول : 

a

b

c

S
r

P a

S
r

P b

S
r

P c










A

H

H

H

B

C

ف محاسبه ی هر قطعه که دایره محاطی داخلی مثلث روی اضلاع آن جدا می کند برابر است با نص

.محطی منهای اندازه ی ضلع مقابل به زاویه ی رأس

AD AE P a

BD BF P b

CE CF P c

  


  
   

B

E

F E

D

A

مثال

وداخلیمحاطییدایرهدوالمرکزینخططول،ضلعطولبهالاضلاعمتساویمثلثدر

است؟کدامآنخارجیمحاطی

3

2 2

2 2

3 3 3
3 3 14 4 4

3 23 3 3 3
2 2 2

3 3 3
3 3 34 4 4

3 23 3 3 3 2 3
32 2 2

1 3 4
2

2 2 2

a ( )
S

r
aP

a ( )
S

r
aP a

a

r r



    


     

  

    

چندضلعی محاطی

هبوگوییممیمحاطیراچندضلعیآنباشند،داشتهقراردایرهرویچندضلعیهایرأسهمهاگر

.شودمیگفتهچندضلعیمحیطییدایرهدایره،آن

M
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.استچندضلعیآناضلاعهایعمودمنصفبرخوردمحلچندضلعی،محیطییدایرهمرکز•

.برعکسواستمحاطیچهارضلعیباشند،مکملروبروهایزاویهچهارضلعییکدراگر•

:اگراستمحاطیچهارضلعییک•

180A C B D
   

    

MA MC MB MD

AB CD AD BC AC BD

  


    
مثال

چقدردیگرزاویهدوتفاضل.باشندمیدرجه120و80محاطیچهارضلعییکمجاوریزاویهدو

100است؟ 60 40    

چند مسئله از کتاب درسی

:روبروشکلدر-1

.آوریددستبهرایزاویهیاندازهگاهآن،اگر(الف

.آوریددستبهراکمانیاندازهگاهآناگر(ب

140y  x

165x  y

:روبروشکلبهتوجهبا-2

APطولگاهآن،و10شعاعطولاگر(الف , ABآوریددستبهرا.

هایخطپارهطولگاهآنباشد،اگر(ب

CQ , DQ , CDآوریددستبهرا.

6PR 

2 2 2 236 100 100 36 8 2 8r AP r AP AP AP          

2CQ RQ,RC 

22 2 1x x  
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BCهایخط-3 , AF , AEنقاطدرترتیببهD , F , EدایرهبرOمماس.هستندمماس

BC،هایخطAF , AEنقاطدرترتیببهراC , Bمکانتغییرباکنیدثابت.استکردهقطع

ینقطهدوبیندایرهرویDینقطه

Eثابت , Fماندمیثابتمثلثمحیط. ABC


2 2

AE AF

AB BC AC AB (BD DC) AC

AB EB CF AC AE AF

AE AE AE AF



      

     

   

مثلثمحیط

.داشتنخواهدآندرتأثیریجاییجابهونداردبستگیDینقطهبهمحیطبنابراین

برکهبزرگتردایرهازوترییاندازه.هستندمترسانتی5و3مرکزهمیدایرهدوهایشعاع-4

.کنیدپیدارااستمماسکوچکتریدایره

2 2 2

2

2

9 25

16 4 2 2 4 8

OH AH OA

AH

AH AH AA AH

 

 

        

A

3O

5

قضیه

میاثباتحالت3درقضیهاین.استآنرویروبهکماننصفمحاطییزاویهیاندازهکنیدثابت
:شود
.کندعبوردایرهمرکزاززاویهاضلاعازیکی(الف

:آیددستبهOABمثلثتاکنیممیوصلBینقطهبهدایرهمرکزاز

1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2

2 2
2

BD
A

OAB :OA OB r B A

BD
O A B O A O BD A A





   

        

متساوی الساقین

حکم

D

.باشندمرکزطرفیکدرزاویهضلعدو(ب
:کنیممیرسمBینقطهبهمرکزازوکنیممیرسمرامرکزازگذرندهقطرAرأساز

:استالساقینمتساویمثلثچونگاهآنکنیممیوصلCینقطهبهدایرهمرکزازسپس
1 1 1 2 2 1

2
OA OB r BD

O A B O A BD A A ( )
        

ACD


1 2

2 2 1 2 2 2

2 1

2 2 2
2

1 2
2 2 2 2

OA OC r C A

CD
O A C A CD A A ( )

BD CD BC BC
( ),( ) A A A

   

      

      

D

1

2
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باشندمرکزطرفدودرزاویهضلعدو(پ

Bازسپس.کنیممیرسمرامرکزازگذرندهقطرAرأساز , Cگاهآن.کنیممیوصلمرکزبه:

1

1
1 1 1 1

2

2
2 2 2 2

1 2
1 2

2 1
2 2

2 1
2 2

2 2 2
( ),( )

OAB :OA OB r A B

O BD
O A B A A ( )

OAC :OA OC r A C

O CD
O A C A A ( )

BD CD BC
A A A A





   

     

   

     

     

خارجیزاویه

خارجیزاویه

D

1

21

2

قضیه

.برابرندهمباموازیوترهایبینمحصورهایکماندایرههردرکنیدثابت

:داشتخواهیمسپسکنیممیوصلبهAاز B

1 1

1

1

2
2 2

2

AB A B , AB B A

BB
A

BB AA
AA BB

AA
B

    


 

 
    


 

مورب

محاطی

محاطی

A

B

قضیه

.اندمکملروبروزوایایمحاطیچهارضلعیدرکنیدثابت

3602 180
2 2

2

BCD
A

BCD BAD
A C

BAD
C




 


     


 

3602 180
2 2

2

ADC
B

ADC ABC
B D

ABC
D




 


     


 

محاطی

محاطی

محاطی

محاطی

عکس قضیه
.تاسمحاطیچهارضلعیآنگاهباشند،مکملروروبهزوایایچهارضلعییکدرگاههرکنیدثابت
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میعبورایدایرهA,B,Cینقطهسهازبنابراین.گذردمیدایرهیکحتمانقطهسههرازدانیممی

دررادایرهتادهیممیادامهراCD.کندنمیعبورDینقطهازدایرهاینکنیممیفرضودهیم

:استمحاطیچون:داشتخواهیمگاهآنکندقطع

:باشدمیخارجییزاویهDشکلطبقطرفیاز

.انددایرهیکروینقطهچهارپس.رسیممیاولیهفرضدرتناقضبه(2)و(1)یرابطهطبق

ABCD

180
1

180

B D
D D ( )

B D

  
 

  

D

اثبات

AD D




2D A D D D ( )    
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.استآنروبرویکماننصفظلییزاویهیاندازهکنیدثابت

قضیه

2
1

1 2

1
1

90 90
1

90

2 2
( )

B A D
A D( )

AT A A

AB AB
D A

    
 

    

  

.ایمکردهرسمxyموازیرادایرهازوتر.استمماسCیدایرهبرAینقطهدرxyخط

:کنیدثابت

:کنیممیوصلBبهAاز

تمرین

BB

AB AB

1 1

1
1

1

1

2
2 2

2

( )

xy BB , AB A B ( )

AB
A

AB AB
AB AB

AB
B

   


 


   


 

ظلی

محاطی

خطموازیکهخطکمکبه.استشدهدادهOمرکزبهدایرهدرTABظلییزاویه

:کنیدثابتاستشدهرسمATمماس

تمرین
BB

2
AB

TAB 

1 1

1
1 1 1

1

2 2 2
( )

AT BB , AB A B ( )

AB AB AB
B A A

  

 
    

کمان بین وترهای مساوی باهم برابرند

.استدرجه180مثلثهرداخلیزوایایمجموعدهیدنشانمحاطییزاویهتعریفازاستفادهبا

.گذردمیدایرهیکخطیکبرواقعغیرنقطههراز

تمرین

2 2 2

360
180

2 2 2 2 2

BC AC AB
A ,B ,C

BC AC AB BC AC AB
A B C

  

 
        
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:کنیدرسمرامثلث.استشدهدادهAM=maمیانهوضلعمثلثدر

اینقطهوکنیممیرسمراBCمنصفعمودسپسوکشیدهمفروضیاندازهبهراBCخطپاره

زاویهمنصفعمودباکهکشیدهطوریراPxخطنیم.گیریممینظردرآنرویPماننددلخواه

باخطوطاینبرخوردمحلکهوOنقاطتاPxموازیخطدوB,Cنقاطازسپسوبسازد

بزرگترکمانکهکردهرسمایدایرهOBشعاعوOمرکزبهسپسآیددستبهاستعمودمنصف

.باشدمیBCخطپارهبهوابستهیزاویهدرخورکمان

تمرین

ABC


A ,BC a  

O



رادرخورکمانتازدهکمانیAMشعاعوMمرکزبهسپسکردهاختیارBCوسطراMینقطه

همیناینکهبهتوجهبا.اندمسئلهجوابوABCهایمثلثکندقطعوAنقاطدر

یکولیداردجواب4حداکثرمسئلهدادانجامتوانمینیزBCپاییندرخورکماندرراکارها

.استفردبهمنحصرآنجواب

AAB C

B C

A

a

یدایرهدوازهاییکمانگذرند،میثابتینقطهدوازآنضلعدوکهایزاویهرأسهندسیمکان

2𝜶ابربرمشترکوتربهروروبهمرکزییزاویهوگذرندمیثابتینقطهدوآنازکهاستمساوی

.باشدمی

وابسته به یک پاره خط𝜶کمان درخور یک زاویه

ینقطهوکشیدهراآنعمودمنصفسپسوکردهرسمشدهدادهیاندازهبهراBCخطپارهابتدا

یزاویهمنصفعمودباکهکنیممیرسمطوریراPxخطنیموکردهاختیارآنرویراPدلخواه

Bنقاطازسپس.بسازد , CموازاتبهخطنیمدوPxنقاطدرراعمودمنصفتاکردهرسمOو

.کندقطع

،(کنندمینصفرایکدیگروعمودندهمبرآنقطرهایزیرا).استلوزیچهارضلعی

رسمدایرهدوOBشعاعبهووOمرکزبهحالباشند،می2برابروOیزاویهبنابراین

Bازکهطوریبهکرده , Cبگذرند.

𝜶

O

BOCO

O𝜶O
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کماندواینرویAینقطهاگربالعکسوباشندمیAرأسهندسیمکانکمان

:داشتخواهیمداخل،یاواستکماندواینازخارجیاصورتایندرنباشد،

BFC,BEC

A

A

  

 

خارجی لقبوقابلغیر

لقبوقابلغیر
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روابط طولی در دایره

بااستبرابروتریکقطعاتضربحاصلکنیم،رسموتردودایرهداخلنقطهیکازاگر:قضیه

MA.دیگروتررویقطعاتضربحاصل MB MA MB   

2

2

BB
A A

MB MA
MA MB MA MB

MB MAAA
B B

 

 
 


      


 

A

B

عکس قضیه

باشیمداشتهکهطوریبهباشد،خطپارهدوتلاقیمحلMینقطهاگر

.گذردمیدایرهیکینقطه4ازگاهآن

نقطهازدایرهایناگر.دهیممیعبوردایرهیکینقطهسهاز

گاهآنکندقطعینقطهدررادایرهتادهیممیامتدادراکند،عبور

:داشتخواهیمقضیهخودطبق

.گذرندمیدایرهیکاز

MA MB MA MB   

A,B, A ,B 

A,B, AB

A B B

MA MB MA MB   

MA MB MA MB   

طبق قضیه

طبق فرض
B B


   


A,B, A ,B 

قضیه
قاطعکیقطعاتضربحاصلکنیدثابتکنیم،رسمدایرهبرقاطعدودایرهازخارجنقطهیکازاگر

BM.دیگرقطعاتضربحاصلبااستبرابر AM B M A M   

2

2

BB
A A

MB AM
AMB, AMB

MB A MAA
B B

 

 
 


   


 

BM AM B M A M   
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عکس قضیه
باشیمداشتهکهطوریبهباشد،خطپارهدوتلاقیمحلMینقطهاگر

.گذردمیدایرهیکینقطه4ازگاهآن

کند،عبورنقطهازدایرهایناگر.دهیممیعبوردایرهیکینقطهسهاز

گاهآنکندقطعینقطهدررادایرهتادهیممیامتدادرا

:داشتخواهیمقضیهخودطبق

.گذرندمیدایرهیکاز

MA MB MA MB   

A,B, A ,B 

A,B, AB

A B B

MA MB MA MB   

MA MB MA MB   

طبق قضیه

طبق فرض
B B


   


A,B, A ,B 

قضیه

ومماسیکدایرهخارجMینقطهاز)باشدمماسیکوقاطعیکتلاقیمحلMینقطهاگر

.قاطعقطعاتبیناستهندسییواسطهمماسطولگاهآن،(ایمکردهرسمدایرهبرقاطعیک

,AبهTاز B2:داشتخواهیمگاهآن.کنیممیرسم
MT MB MA 

1 2

M M
AT MT AM

ATM,BTM BT BT BM MTA T

 
 

 


    
 



2
MT MB MA 

عکس قضیه

باشیمداشتهاگر.استABامتدادوMTخطپارهدوتلاقیمحلMینقطه

,Aینقطهسهازگاهآن B , Tگذردمیدایرهیک.

,Aینقطهسهازگذرندهیدایرهکنیممیفرض B, TخطبرMT

:کندمیقطعینقطهدرراMTامتدادپسنباشد،مماس

Tیدایرهومنطبقندهمبرو

.استمماسMTبرTینقطهدرA,B,Tنقطهسهازگذرنده

2
MT AM BM 

T

MA.MB MT .MT
T T

MA.MB MT.MT

 
  

 

T

A

T

T B

M
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طریقه رسم مماس بر دایره از یک نقطه خارج از آن 

طوریبهکنیممیرسمOMقطربهایدایرهسپسگرفته،نظردردایرهخارجراMدلخواهنقطه

شودمیثابتکرده،وصلMوOبهراوT.کندقطعوTنقاطدررامفروضیدایرهکه

.استقطرروبهمحاطیزیرااست،یزاویه

بترتیهمینبه.شودمیدایرهبرمماسپساست،عمودتماسنقطهدرشعاعبرMTچون

.شودمیمماسدایرهبرنیز

TT

90OTM  



MTT

T
M

O

تذکر
.کردرسمتوانمیدایرهبرمماسدوفقطدایرهخارجنقطههراز

مماس مشترک داخلی و خارجی

دومراکزاگروگویندخارجیرامشترکمماسباشند،مماسخططرفیکدردایرهدومراکزاگر
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