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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 زاویه مرکزي، وتر

فحه به فاصله یکسان هستند. نقطۀ ثابت را مرکز ثابتی واقع در آن ص هندسی نقاطی از صفحه که از نقطۀ: مکان دایره

 گویند.یکسان را شعاع دایره می دایره و فاصلۀ

 

   :کندبخش افراز می 3ه صفحه را به هر دایر

OAقرار دارد اگر  Rو شعاع  Oاي به مرکز داخل دایره A: نقطه الف) نقاط درون دایره R< 

OAقرار دارد اگر  Rو شعاع  Oاي به مرکز روي محیط دایره A: نقطه ب) نقاط روي محیط دایره R= 

OAقرار دارد اگر  Rو شعاع  Oاي به مرکز خارج دایره A: نقطه ج) نقاط خارج دایره R> 

 ی یک خط و یک دایرهوضعیت نسب

 : خط راستی که دایره را در دو نقطه قطع کند.نسبت به دایره قاطعخط 

 کند که در آن نقطه هم بر شعاع دایره عمود است.: خطی که فقط در یک نقطه دایره را قطع میبر دایره مماسخط 

 

 

 

 

 

-کند، آنگاه پارهقطع می Bو  Aي ي یک دایره، آن دایره را در دو نقطهصفحهواقع در  Mي اگر قاطع رسم شده از نقطه

 نامند.ي قاطع میبه صورت خلاصه، دو قطعه و یا Mي ي قاطع رسم شده از نقطهرا دو قطعه MBو  MAهاي خط
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 : قاطع نسبت به دایره ∆خط 
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 : مماس بر دایره dخط 

 داخل دایره است) Mي (نقطه
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 خارج دایره است) Mي (نقطه
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 کند.اي روي محیط دایره وصل میخطی که مرکز دایره را به نقطهپارهشعاع: 

 کند.متمایز از محیط یک دایره را به هم وصل می خطی که دو نقطۀ: پارهوتر

کند. این کمان مساوي تقسیم میدو را به کند. هر قطر دایره : بزرگترین وتر دایره است که از مرکز دایره عبور میقطر

 نامند.دایره میهاي مساوي را نیمکمان

باشند. این زاویه، روي محیط س آن روي مرکز دایره و دو ضلع آن، دو شعاع از دایره میاي که رأ: زاویهي مرکزيزاویه

-ي این کمان را با اندازهد. بنا به قرارداد اندازهگویني مرکزي میآورد که به آن کمان نظیر آن زاویهدایره، کمانی بوجود می

 گیرند.ي مرکزي یکسان میي زاویه

دقت کنید که نباید اندازة یک کمان را با طول آن اشتباه گرفت. براي درك این  تذکر:

مرکز رسم شده است. با مطلب به شکل روبرو نگاه کنید. در این شکل سه دایرة هم

AB ،Aهاي ة کمانتوجه به مطلب بالا، انداز B1 Aو  1 B2  برابرند. 2

 شود:به صورت زیر محاسبه می ABالف) اندازة طول کمان  *نکته:

 

 

 باشد:ب) اندازه مساحت قطاع حاصل از این کمان هم به صورت زیر می

 

 

 اند اگر و تنها اگر این خط در نقطۀ تماس با دایره بر شعاع آن نقطه عمود باشد.یک خط و یک دایره بر هم مماس: قضیه
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 کند.هاي نظیر آن را نصف می: در هر دایره، قطر عمود بر وتر، آن وتر و کمان1مسئله 

 

 

 

 

 

 

 کند، بر آن وتر عمود است.ه وسط یک وتر وصل میثابت کنید در هر دایره، خطی که مرکز دایره را ب :2مسئله

 

 

 

 

 

 

 

کند، ثابت کنید در هر دایره، خطی که مرکز دایره را به وسط کمان نظیر یک وتر از آن دایره وصل می :3مسئله 

 .عمودمنصف آن وتر است
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
کند، از مرکز دایره وصل میثابت کنید خطی که وسط یک کمان و وسط وتر متناظر آن کمان را به هم  :4مسئله 

 گذرد.می

 

 

 

 

 

 

 .وتر مساوي، باهم برابرند و برعکسهاي نظیر دو ثابت کنید در یک دایره، کمان :5مسئله 

 

 

 

 

 

 

 

 عکس.اند و برمرکز دایره به یک فاصلهثابت کنید در هر دایره، وترهاي مساوي، از  :6مسئله  
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
به مرکز دایره نزدیکتر است و  بزرگتر است اگر دو وتر نامساوي باشند، آنگاه وتري کهه، در یک دایرثابت کنید  :7مسئله  

 عکس.بر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

توان رسم کرد، وتري است که بر قطر ثابت کنید، کوچکترین وتري که از یک نقطه واقع در درون یک دایره می :8مسئله 

 گذرنده از آن نقطه، عمود است.
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 )1( تمرین شماره

ترین نقطه نزدیک Aهاي روي دایره، در هر دو حالت در بین نقطهثابت کنید  انتهاي صفحۀ یکهاي با توجه به شکل  -1

 است. Mدورترین نقطه به  Bو  Mبه 

 

 

 

 

)ي در دایره -2 ),C O  چقدر است؟ ABطول وتر  باشد.می 10از مرکز دایره  ABي وتر ، فاصله26

 

 

CA||، داریم CIو به قطر  Oي به مرکز ادر دایره -3 ON. 

ثابت کنید  AN NI=. 

 

 

 

 .را بدست آورید OAدرجه باشد، طول  40و زاویۀ مرکزي نظیر آن  π2برابر  ABدر شکل مقابل اگر طول کمان  -4
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 30برابر  BOAو زاویۀ  2و  5ها برابرند. اگر شعاع دایره CDو  ABهاي دو کمان در دو دایرة شکل مقابل، طول -5

 چند درجه است؟ DKCدرجه باشد، اندازة زاویۀ 

 

 
 
 

 

 

 

 توان در دایره رسم کرد.ت که میثابت کنید قطر دایره بزرگترین وتري اس -6
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 در دایره زاویه انواع

 ) زاویه مرکزي1

باشند. این زاویه، روي محیط س آن روي مرکز دایره و دو ضلع آن، دو شعاع از دایره میاي که رأزاویه آوري):(یادتعریف 

ي این کمان را با به قرارداد اندازه گویند. بناي مرکزي میکمان نظیر آن زاویه ،آورد که به آندایره، کمانی بوجود می

 گیرند.ي مرکزي یکسان میي زاویهاندازه

 
 هاي زیر اندازه مقادیر مجهول را بدست آورید.در هریک از دایره مثال:

 

 

 

 

 

 

 

 

 ي محاطی زاویه) 2

 روي دایره و اضلاعش دو وتر از دایره باشند.آن  سأاي که رزاویه :تعریف

-می کمان روبرو به آن زاویهرا ي محاطی محدود و در داخل زاویه واقع است، را که به دو ضلع زاویههایی از دایره کمان

 نامند.
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
شکل  2شروع کرد، سپس سراغ  1(براي اثبات اول باید از شکل ي محاطی برابر با نصف کمان روبرویش است.ي هر زاویه: اندازهقضیه

 حالت، حالت دیگري وجود ندارد!) 3ین دیگر رفت. در ضمن باید بدانیم به غیر از ا

 

 

 

 
 را بدست آورید. Aزاویه  در دایره شکل مقابل اندازة مثال:

 

 

 اثبات:

 

 

 
 
 
 
 
   

 هاي محاطی روبروي یک کمان، با هم برابرند. در هر دایره، اندازة زاویه :1نتیجه 
 
 
 
 

ر دایره، دایره را به دو کمان درجه است. چون قط 90زاویۀ محاطی روبرو به قطر دایره  :2نتیجه 
 کند.درجه تقسیم می 180
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 هاي زیر، اندازة مقدارهاي مجهول را بدست آورید.در هریک از دایره مثال:

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

CDقطر و  ABدر دایره مقابل  مثال: BC=  است. مقدارα چند درجه است؟ 
 

 

 (راهنمایی: از ویژگی زاویه محاطی یا قطر عمود بر وتر استفاده شود)هاي محصور بین دو وتر موازي، باهم برابرند.ر دایره، کمان: در هقضیه

 

 

 

 * عکس این قضیه صحیح است؟

 

 است. 180ي محاطی، نشان دهید مجموع زوایاي داخلی هر مثلث با استفاده از تعریف زاویه :تمرین
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
باشد.  ABموازي  CDمرکز آن است. اگر  Oدایره و قطر نیم ABدر شکل مقابل،  مثال:

 را بدست آورید. CDاندازه کمان 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

DEدر شکل مقابل  مثال: BC ،AB هاي قطر دایره و نسبت اندازه کمانCE  وAC  برابر
 است؟چند درجه  DEاست. اندازه کمان  6به  5

  

 

 

 ي ظلیزاویه) 3

 روي محیط دایره، یک ضلعش وتري از دایره و ضلع دیگرش مماس بر دایره است. اي که رأس آنزاویه :تعریف

ي ظلی برابر است با نصف کمان روبرویش. (هر زاویه : اندازةقضیه

ABT AB =
2

( 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 

 رید.در دایرة زیر مقدار مجهول را بدست آو مثال:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ABبر دایره مماس،  Aدر نقطۀ  ACدر شکل مقابل،  مثال: AC=    وˆBAD = °60 
 کدام است؟  DACˆاست. اندازه 

 
 
 
 
 
 
 

ABدر شکل روبرو  مثال: AC=   وAC = بر دایره مماس است.  Cدر نقطۀ  CTو   °130
 چقدر است؟  BCTاندازه زاویه 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 

) با 2(    AB) با استفاده از ویژگی قطر عمود بر 1( دو روش دیگر براي اثبات رابطه زاویه ظلی به شرح زیر است: :تمرین

 Bي از نقطه ATاستفاده از خطی موازي 

 

 

ایم. ثابت کنید : رسم کرده XYموازي را  BB'بر دایره مماس است. وتر  Aيدر نقطه XYخط  :مسئله 'AB AB=  

 

 

 

 

 

 

 

 
ˆمماس بر دایره و  ATاگر  Oدر دایره مقابل با مرکز  مثال: ˆA B= ي باشد، اندازه
 کدام است؟  TCکمان 

 

 

 

 

O 

B 'B 

Y X A 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 بین امتداد دو وتر و ي بین دو وترزاویه) 4

ف مجموع دو کمانی از دایره است که به شود برابر نصاي که از برخورد دو وتر در یک دایره ایجاد میي زاویه: اندازهقضیه

اضلاع و امتداد اضلاع زاویه محدودند. (

 ' 'AB A BAM B +
=

2
( 

 

 

 

 

 را محاسبه کنید.  xدر شکل زیر اندازه  مثال:

 

 

 

 

هایی ي کمانازهشود، برابر قدرمطلق نصف تفاضل انداي که از برخورد امتداد دو وتر از دایره ایجاد میي زاویهاندازه قضیه:

 از آن دایره است که به اضلاع آن زاویه محدودند.(

 ' 'AB A B
A M B

−
=

2
( 

 

 

 

 

 

 

 



15                                                                                                        
 

 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 را بدست آورید. αدر شکل مقابل اندازه زاویه  مثال:

 

 

 

 

 

 در هر دایره اندازه مقادیر مجهول را تعیین کنید.  مثال:
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 بین دو مماسو  مماس و وتر) زاویه بین 5

قطع کرده است. ثابت کنید :  Mي از دایره را در نقطه AA'امتداد وتر  Tي خط مماس بر دایره در نقطه :مسئله



 'AT A TAMT −
=

2
  

 

 

 

 

 

 

بر یک دایره، برابر قدرمطلق نصف تفاضل  T'و  Tي ي بین دو خط مماس رسم شده از دو نقطهزاویه ثابت کنید مسئله: 

  است. T'و  Tدو کمان ایجاد شده بین نقاط 

 

 

 

 

 چند درجه است؟ Aدازه زاویه در شکل مقابل ان مثال:
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 )2تمرین شماره (

 مقدارهاي مجهول را بدست آورید. oهاي زیر به مرکز ) در دایره1

 
 الاضلاع کدام است؟  دایره است. مساحت متوازيقطر نیم BCالاضلاع و متوازي  ABCD) در شکل مقابل 2

 
 برابر است. ABبا وتر  ACمماس ) 3

 الساقین است.متساوي DCAثابت کنید مثلث 

 

 

 

 

 

 

5 (DIAN الاضلاع است.متوازي 
 راست هستند. روي یک خط Mو  I ،Aنقاط 

DMثابت کنید :  DI= 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 را بدست آورید. α) در شکل مقابل اندازه زاویه  6
 
 
 
 
 
چند  Aاند. اندازة زاویۀ بر دایره مماس Cو  Bهاي ) در شکل زیر اضلاع زاویه7

 درجه است؟ 
 
 
 
 
 
 
ABیره است و دامرکز نیم O) در شکل روبرو، 8 CD  اندازه کمان .CD  را

 بدست آورید.
 
 
 
 
 
اند. ثابت کنید موازي BDو  ACقطري از دایره است و وترهاي  AB) در شکل زیر 9

AC BD=  
 
 
 
 
 
 
 

در خارج دایره خطی چنان رسم  Mمفروض است. از نقطۀ  C(O,R)دایرة ) 10
MAقطع کرده است و  Bو  Aم که دایره را در دو نقطۀ ایکرده R=   نشان

βدهید  α= 3  
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 تکمیلی  تمرینات

 را بدست آورید. yو  x) در هر یک از اشکال زیر، 1

 

 

 خارج دایره، مماسی بر دایره رسم کنید. Mي ) از نقطه2

چنان پیدا کنید که  Mاي مانند ، نقطهABC) در درون مثلث 3  AM B BMC CM A=  باشد. =

BC، معلومات ABC) از مثلث 4 a= ،A α=  وr ي محاطی را داریم. این مثلث را رسم کنید.شعاع دایره 

 ) با توجه به شکل روبرو، هر یک از موارد زیر را تعیین کنید.5

AMالف) اگر  B = 65 ي باشد، اندازه ' 'A B AB+ .را بدست آورید 

'ABب) اگر  =160  وAM B = 60 ي باشد، اندازه'A B .را بدست آورید 

'Aج) اگر  M B =120  و ' 'AB A B=  دست آورید.را ب ABي باشد، اندازه 2

 هاي زیر، مجهولات خواسته شده را بدست آورید.) در شکل6

 

 

OCمرکز دایره و  O) در شکل زیر، 7 AE=  است. مقدارx .را بدست آورید 

 

به  ATو  TB ،BAهاي ي کمانمتقاطعند. اگر اندازه Mي ، در نقطهABو امتداد وتر  Tي ) خط مماس بر دایره در نقطه8

 چقدر است Mي ي زاویهمتناسب باشند، اندازه 7و  4، 1ترتیب با اعداد 

A 

B C 

100 

x 

y6 

y7 

C B 

x 

80 

y 

B 

C A 

y 

100 
x 

y 

140 x 

35 

t 

y 

z x 60 

'A B 

'B 
M 

A 

E 

C O B A 

D 

45 x 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 را بدست آورید. x) با توجه به شکل 9

 

 

a) در شکل زیر اگر 17 b c
= =

2 3 5
 کدام است؟ Mباشد،  

 

 

باشد،  70و  50ي کوچک و ساق آن به ترتیب اي نظیر  قاعدههالساقینی محاط در دایره است. اگر کماني متساوي) ذوزنقه18

 ها به ترتیب از راست به چپ کدام است؟زوایاي بین دو قطر و امتداد ساق

 

 

 

x) در شکل زیر حاصل 19 y+ کدام است؟ 

 

 

 

Aمرکز دایره است. اگر  O) در شکل زیر 20 = 30  وAOE =130 ي باشد، اندازهBDE کدام است؟ 

 
 

 

 

AB||) در شکل مقابل اگر 10 FC  ،||CD BE  ،AB = 60  ،CD = 40  وEF =110 ي باشد، آنگاه زاویهFCD  چند

 درجه است؟

 

 

 دام است؟برحسب درجه ک xي متناسب باشند، اندازه 7و  12،  9،  8به ترتیب با اعداد  dو  a  ،b ،c) در شکل زیر اگر 11

 

 

 

x3 x2 

x 

T 

M c
a 
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B 

b 
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M 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 

BCو  EFوسط کمان  M) در شکل زیر 12 = 50 ي است. اندازه B D+ چند درجه است؟ 

 

 

 

 

Aدر شکل زیر  )13 =17  ،E = 31  وH  وسط قطرCB باشد. کمان میCD چند درجه است؟ 

 

 

 

Cاند. نیمساز از آن مفروض ACو وتر  AB، قطر Oاي به مرکز ) در دایره14 AB ي کنیم تا دایره را در نقطهرا رسم میD 

Cو  ACDي قطع کند. تفاضل دو زاویه AD کدام است؟ 

 با توجه به شکل روبرو : )15

yالف) اگر   =140ي ، آنگاه اندازهx ورید.را بدست آ 

xب) اگر  =165ي کمان ، آنگاه اندازهy .را بدست آورید 

 با توجه به شکل روبرو : )16

PRو  10الف) اگر طول شعاع  =  بدست آورید.را  ABو  AP، آنگاه طول 6

RCب) اگر  = CQو  2 RQ=هاي خط، آنگاه طول پارهCQ ،DQ  وCD .را بدست آورید 

AB) در شکل زیر، اگر 17 DE=  وBC EF=  : باشد، ثابت کنیدDF AC= 

 

 

 

ي رسم شده است. اندازه ABموازي قطر  CDوتر  ABاي به قطر ) در دایره18 ACD ADC− کدام است؟ 
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E 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
Aمرکز دایره و  O) در شکل زیر 19 = 56  است. کمانAE چند درجه است؟ 

  
E 

B 

O 

A 

F 

56 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 

 »هاي طولی در دایرهدرس دوم: رابطه«

 در دایره طولیروابط 

'کنند. ثابت کنید : قطع می Mهیکدیگر را داخل دایره در نقط BB'و AA': دو وترقضیه 'MA MA MB MB× = × 

 

 

 

'کنند. ثابت کنید : قطع می Mیکدیگر را خارج دایره در نقطه BB'و AA': امتداد دو وترقضیه 'MA MA MB MB× = × 

 

 

 

 

'یکدیگر را طوري قطع کنند که  Mي در نقطه BB'و  AA'خط : اگر دو پارهضیهعکس ق 'MA MA MB MB× = × ،

 اند.روي یک دایره B'و  A ،'A ،Bي آنگاه چهار نقطه

 

 

 

 

A B 
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'A 

M 
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M 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
اي از خط مماس محصو بین آن نقطه : اگر از یک نقطه، یک مماس و یک قاطع نسبت به یک دایره رسم کنیم، قطعهقضیه

 ي قاطع است.ي هندسی بین دو قطعهي تماس، واسطهو نقطه

 

 

 

 

 

.خارج آن قرار دارند. اگر  Tي روي یک خط و نقطه A'و  M ،Aي : سه نقطهعکس قضیه 'MT MA MA=2  باشد، از

 مماس است. MTبر خط  T يگذرد که در نقطهاي میدایره Tو  A ،'Aي سه نقطه
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 مقادیر مجهول را بدست آورید. :مثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, , ' , ' ?MA MB MA BB= = = =4 3 6  

' , , ' , ?AA MB BB MA= = = =32 10 22  

' , , , ' ?AA MA BM BB= = = =10 6 8  

' , , ?AA MA MT= = =5 4  

' , , ' ?MA MT AA= = =18 12  
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'B 'A 
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 هاي زیر بدست آورید.را در هر یک از شکل yو  xهاي اندازه مثال:

 

 

 

 

 

 

 

 

?x = 

 
, ?x y = 

 

INدر شکل زیر  IE= : ثابت کنید ،IS ID=  

 
 

4 
6 

y 
4 x 
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 وضعیت دو دایره نسبت به هم

)دایره  2وضع  ),C O R  و( )' ' , 'C O R  را با فرض'R R>  و'OO d=بندي کرد.توان به صورت زیر دسته، می 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ها را است. محیط هر یک از دایره π85و مساحت ناحیۀ بین دو دایره  5خل المرکزین دو دایرة مماس داطول خط مثال:

بدست آورید.

d' خارج(برون هم)ي متدو دایره R R> + 

 

O  'O  

 

d' ي مماس خارجدو دایره  R R= + 

 

O  'O  

 

' ي متقاطعدو دایره 'R R d R R− < < + 

 

O  'O  

 

d' ي مماس داخلدو دایره R R= − 

 

O  'O  

 

d' ي متداخلدو دایره R R< − 

 

'O  O  

 

d ي متحدالمرکز(هم مرکز)دو دایره =0 

 

'O  O  
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 اي خارج از دایرهرسم مماس بر دایره از نقطه

 ؟را بر دایره رسم کرد MTمماس  C(O,R)خارج از دایره  Mتوان از نقطه مفروض چگونه میمسئله: 

 

 

 

 

 

 

 به دایره مماس نسبتهاي خط

 مماس بر دایره رسم کرد. 2توان از هر نقطه خارج دایره می

 ي خارج آن باهم برابرند.هاي رسم شده بر یک دایره از هر نقطه: طول مماسقضیه

 

 

)ي بر دایره T'و  Tدر نقاط  MT'و  MTدو خط  :مسئله ),C O R  .مماسندH ي برخورد وتر نقطه'TT  با خط

OM است. ثابت کنید : 

 است. TOT'و  TMT'هاي نیمساز زاویه OMالف) خط 

 

 

O M 

'T 

H 

T 

T
 

O
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 است. TT'خط عمودمنصف پاره OMب) خط 

 

 

OH.ج)  OM R= 2 

 

 

'د)  .TT OH HM=2 4 

 

.') ـه .TT OM R MT= 2 

 

)ي دایره مثال: ),C O  متر از مرکز این دایرهسانتی 12ي به فاصله Mي و نقطه 6

 نقاط تماسند.) T'و  Tبر این دایره مماسند.( MT'و  MTهاي را در نظر بگیرید. خط

 را تعیین کنید. MT'و  MTهاي الف) طول مماس

 را بدست آورید. TT'ب) طول وتر 

 را تعیین کنید. MTT'و نوع مثلث  TMT'ي ي زاویهج) اندازه
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
اند. وتری از مفروض ۱۲و  ۸ھای مرکز بھ شعاعدو دایرۀ ھم مثال:

دایرۀ بزرگتر مماس بر دایرۀ کوچکتر است. اگر دو مماس مرسوم از 

متقاطع باشند. آنگاه  Mدو سر این وتر بر دایرۀ بزرگتر در نقطۀ 

 ھا کدام است؟تا مرکز دایره Mفاصلۀ 

 

 

 

 

رسم شده است. اگر  C(O,R)دو مماس بر دایرۀ  Aاز نقطۀ  مثال:

درجھ باشد، نسبت  ۱۲۰زاویۀ بین دو مماس 
R

OA
 چقدر است؟ 

 

 

و  AE، خطوط BCاي مماس هستند. مماس بر دایره Dو  E ،Fبه ترتیب در نقاط  BCو  AE ،AFخطوط  مثال:

AF  را به ترتیب در نقاطB  وC ي مکان نقطهقطع کرده است. ثابت کنید با تغییرD ي ثابت روي دایره بین دو نقطه

E  وF محیط مثلث ،ABC ماند.ثابت می 
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  هاي مشترك دو دایرهمماس

 شود.میخطی که بر هر دو دایره مماس  مشترك دو دایره مماس

دایره  دو مماس مشترك خارجیخط، اگر دو دایره در یک طرف خط مماس باشند، این  ) مماس مشترك خارجی:1

 شود.نامیده می

 

 

 

TTخط طول پاره مسئله:  را محاسبه کنید. ′

 

 

 

از  مماس مشترك خارجی دو دایره باشد.  TT'کنیم کنیم، یعنی فرض میحل شده فرض میابتدا مساله را  :رسم طریقۀ

'O  خطی موازي'TT  رسم کرده تاOT  را درH عی قطع کند. چهارضل' 'O T TH  مستطیل است.(فکر!) پس

' ' 'TH T O R= OH'و  = OT TH R R= − = R'و به شعاع  O. حال براي ترسیم ابتدا به مرکز − R− اي رسم دایره

O'مماس  O'کنیم، سپس از می H کنیم. حال از را بر این دایره رسم میO  بهH دهیم تا کنیم و امتداد میوصل می

)ي دایره )C ي را در نقطهT  قطع کند. ازT  موازي'O H ي رسم کرده تا دایره'C  را در'T  قطع کند. با معلوم شدن

'T  وT مماس مشترك ،'TT شود.رسم می 

 

 

O
 

'O
 

T
 'T

 

'O
 

T
 'T

 

O
 

H 

 



32                                                                                                        
 

 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
دو دایره نامیده  مماس مشترك داخلیاگر دو دایره در دو طرف خط مماس باشند، این خط، ) مماس مشترك خارجی: 2

 شود.می

 

 

 

TTخط طول پاره مسئله:  را محاسبه کنید. ′

 

 

 

 

مماس مشترك داخلی دو دایره باشد. از  TT'کنیم میکنیم، یعنی فرض ابتدا مساله را حل شده فرض می :طریقۀ رسم

'O  خطی موازي'TT  رسم کرده تا امتدادOT  را درH  قطع کند. چهارضلعی' 'O HTT  مستطیل است.(فکر!) پس

' ' 'TH T O R= OH'در نتیجه  = R R= R'و به شعاع  O. حال براي ترسیم ابتدا به مرکز + R+ اي رسم میدایره-

)ي وصل کرده تا دایره Oبه  Hکنیم، سپس از  )C  را درT  قطع کند. سپس ازT  موازي'O H ي رسم کرده تا دایره

( )'C  را در'T  قطع کند، با مشخص شدنT  و'T  و وصل کردن آنها به هم، مماس مشترك داخلی'TT شود.رسم می 

 

 

 

 

T 

'T 

'O O 'R

H

R 

( )'C 
( )C 

( )''C 
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'O 
O 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 

 

ارجی دو دایره را محاسبه طول مماس مشترك خ اند.مفروض 21المرکزین و طول خط 9و  6هاي دو دایره به شعاعمثال: 

 کنید.

 

 

xالمرکزین و طول مماس مشترك خارجی آنها به ترتیب و طول خط 10و  2هاي دو دایره شعاعمثال:  +4 xو  1 +3 3 

 ایره را محاسبه کنید.المرکزین و مماس مشترك خارجی دو دو طول خط xاست. مقدار 

 

 

 مفروض است. اندازة مماس مشترك داخلی آن را بدست آورید. 9المرکزین و طول خط 4و  3هاي دو دایره به شعاع مثال:

 

 

هاي این ت. حاصل ضرب شعاعاس 48و  24 هاي داخلی و خارجی دو دایره به ترتیب هاي مماس مشتركاندازه مثال:

 دو دایره کدام است؟

 

 

 

OO'المرکزین و طول خط R'و  Rهاي طول مماس مشترك داخلی و خارجی دو دایره به شعاع d=  :( )' 'TT d R R= − ± 22 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
نامند. در این نقطه دو دایره را که فقط یک نقطه مشترك داشته باشند، مماس میدو دایرة مماس: ) 3

مشترك یک خط بر هر دو مماس است. اگر مرکزهاي دو دایره در دو طرف این مماس باشند، آن دو دایره 

 .نامنددو مرکز در یک طرف این مماس باشند، آنها را مماس درونی می هرمماس برونی است و اگر 

 

 

 

 

' نشان دهید در دو دایره طول مماس مشترك خارجی مسئله: 'TT RR=  خواھد بود. 2

 

 

دو دایره را که فقط دو نقطۀ مشترك داشته باشند متقاطع  ع:ط) دو دایره متقا4

 ت دو دایره تنها دو مماس مشترك دارند.نامند. در این حالمی

R R OO R R′ ′ ′− < < +  

OOخط خطی که دو سر آن روي دو سر دایره قرار دارد، وتر مشترك دو دایره متقاطع است. پارهپاره عمود منصف این  ′

 باشد.وتر مشترك می

یکی درون دیگري باشد، متداخل  دو دایره که تمام نقاط :) دو دایره متداخل5

OOنامیم. دو دایره متداخل هیچ مماس مشترکی ندارند. و در آنها می R R′ ′< − 

 اند؛مماس داخل
 فقط یک مماس مشترك دارند.

OO R R′ ′= − 

 اند؛خارجمماس 
 مماس مشترك دارند.سه 

OO R R′ ′= + 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 هاي مشترکشاناوضاع نسبی دو دایره و تعداد مماس

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

m هايدو دایره به شعاع mبه ازاي چه مقادیري از  مثال: mو  2+ mالمرکزین و با خط 2− −3  3داراي دقیقاً  12

 مماس مشترك هستند؟

تعداد مماس  شکل
ت دو وضعی شرط مشترک

 دایره

 

٤ ' 'OO r r>  ۱ متخارج +

 

۳ ' 'OO r r=  ۲ مماس خارج +

 

۲ ' ' 'r r OO r r− < <  ۳ متقاطع +

 

۱ ' 'OO r r=  ٤ مماس داخل −

 

' صفر 'OO r r<  ٥ متداخل −

 

OO' صفر  ٦ ھم مرکز 0=
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
)ي ي مماس مشترك خارجی و داخلی دو دایرهاندازه :مثال ),C O )و  7 )' ',C O OO'با فرض  1  چقدر است؟ 10=

 

 

 ي مماس مشترك خارجی آنها چقدر است؟متر، مماس برون هستند. اندازهسانتی 9و  4هاي دو دایره به شعاع :مثال

 

 

 

dالمرکزین و خط 8و  3هاي ي مماس مشترك خارجی دو دایره به شعاعرا چنان بیابید که اندازه aمقدار  :مثال =13 ،

aبرابر با  −5  باشد. 3

 

 

 

ي کوچکتر ي بزرگتر را که بر دایرهي وتري از دایرهمتر هستند. اندازهسانتی 3و  5مرکز ي همهاي دو دایرهشعاع :مثال

 مماس است پیدا کنید.
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 

 )3تمرین شماره (

تقسیم کرده  2به  1متر را به نسبت سانتی 9طول به  CD ، وترABوتر  C(O,R)) در دایرة 1

ABاست. اگر  cm=11 آنگاه وتر ،CD  وترAB کند؟را به چه نسبتی قطع می 

 

 

 :با توجه به شکل نشان دهید )2

ADالف) اگر  BC= آنگاه ،AC BD=. 

ACب) اگر  BD= آنگاه ،AD BC=. 

 

 

تقسیم کرده  2و  1اي چنان قرار دارد که آن وتر را به نسبت واحد از دایره 9به طول  ABبر روي وتر  Cي ) نقطه3

 کدام است؟ Cي ترین وتر گذرنده از نقطهاست. طول کوتاه

 

 

 
 

 کدام است؟ x) با توجه به شکل زیر، مقدار 4

 

 

 

 

 

 

x 
4 

9 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
 کدام است؟ x) در شکل زیر 5

 

 

 

 

 

10به طول  PAاي، مماس در خارج از دایره Pاز نقطۀ ) 6 روي دایره است). همچنین خط  Aایم (را بر آن رسم کرده 3

 را بدست آورید. PCو  PBهاي . طولBC=20قطع کرده است و  Cو  Bایم که دایره را در دو نقطۀ گذرانده Pراستی از 

 

 

 

 

از دایره بزرگتر بر هم عمودند. اگر  CDو  ABدر شکل مقابل دو دایره بر هم مماس و دو قطر ) 7

AM=16  وND=10را محاسبه کنید. هاي دو دایره، شعاع 

 

 

 

 

 
 

روي  Mاند و از نقطه بر هم مماس Tها در نقطه مطابق شکل مقابل، تمام دایره) 8

 ایم؛ ثابت کنید:ها مماس رسم کردهمماس مشترك آنها بر دایره

...MT MT MT MT= = = =1 2 3 4 

 

 

 

 

 

 

 

'A 

A 

'B 
B 

M x +2 6 

32 

x 

10 
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 ��د ���ن ��ری �ور یازدهمهندسه 
خط است و پاره ACBلث برابر مساحت مث PABشکل زیر مساحت مثلث  ) در9

BP باشد. ارتفاع وارد بر برابر واحد میBC  در مثلثACB )چقدر است؟BC = 3( 

 

 

3ك خارجی آنها مساوي هاي دو دایرة متخارج را بدست آورید که طول مماس مشترطول شعاع) 10 و طول مماس  7

 واحد است. 8المرکزین آنها مساوي و طول خط 15مشترك داخلی آنها 

 

 

متر مربع است. انتیس π16متر و مساحت ناحیۀ محدود بین آنها سانتی 2المرکزین دو دایرة مماس درونی طول خط) 11

 هاي دو دایره را بدست آورید.طول شعاع

 

 

 

ي مماسی واحد است. اندازه 4ي دایره، تا نزدیکترین نقطه Pي قرار دارد. فاصله 6اي به شعاع بیرون دایرهPي ) نقطه12

 م شود، چقدر است؟بر دایره رس Pکه از 
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-باشد، طول خط 60هاي خارجی ي بین مماس مشتركاند. اگر زاویهمفروض 3و  5هاي ي متقاطع به شعاع) دو دایره13

 المرکزین این دو دایره کدام است؟

 

 

 30المرکزین داخلی و خط ي بین مماس مشتركاست. اگر زاویه 5/7و  5/22) شعاع دو دایره خارج هم به ترتیب 14

 المرکزین کدام است؟اشد، طول خطب

 

 

باشد. طول مماس مشترك داخلی این دو می 46برابر با  1و  3هاي ) طول مماس مشترك خارجی دو دایره به شعاع15

 دایره چقدر است؟

 

 

)ي بر دایره Aيطهي بین دو مماس رسم شده از نق) زاویه16 ),C O را بدست  OAخط است. طول پاره 60، برابر 5

 آورید.

 

4و طول مماس مشترك خارجی  7و  3هاي دو دایره به شعاع) 17 ند. وضعیت این دو دایره نسبت به هم امفروض 3

 چگونه است؟

 

اند و مرکز آنها سه دایره مطابق شکل برهم مماس )18

rروي یک خط راست قرار دارند. اگر  r'و  1= = 2 

 ي بزرگتر کدام است؟، شعاع دایرهباشد
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)ي ) در شکل دو دایره19 ),C O )و  2 )' ' ,C O اند و مرکز هر مماس خارج 3

 dتا خط  O"ي ي شکل بر روي یک خط راست قرار دارند. فاصلهسه دایره

 که بر هر سه دایره مماس است، کدام است؟

 

 

 

ي هاي خارجی در دایرهبرخورد مماس مشترك محل Pي ) در شکل زیر، نقطه20

( ),C O )و  2 )' ' ,C O مماس باشند،  Aي باشد. اگر دو دایره در نقطهمی 1

 ي کوچکتر کدام است؟تا دایره Pي نزدیکترین فاصله
 

 

 

 

 

ھای دایره دارای شعاع در شکل مقابل ھر سھ) ۲۱

ھا باشند. طول نخ پیچیده شده دور آنمی Rبرابر 

چقدر است و نیز مساحت ناحیھ محدود بین سھ دایره 

 را محاسبھ کنید.

 

 

 

 

 

زده را محاسبه کنید. این ناحیه، یک ، مساحت ناحیه سایه4مطابق شکل دایره به شعاع ) 22

رد.قطعه دایره نام دا

d 

'O O 

"O 
6 

O 'O 
P B A 
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 سوالات تکمیلی

 .المرکزین دو دایره همرسند(یا خارجی) و خط هاي داخلیثابت کنید مماس مشترك) 1

 ي تماس دو دایره تا مماس مشترك کدام است؟ي نقطهاند. فاصلهمماس خارج rو  Rهاي ) دو دایره به شعاع2

 ABکینم تا ضلع خطی بر آن وتر عمود خارج می ABCي الزاویهاز مثلث قائم BCروي وتر  D ي دلخواه) از نقطه3

.قطع کند. ثابت کنید :  Eرا در  .BE AB BD BC= 

 

 

ي اول توان رسم کرد که از مرکز دایرهاند. چند خط میمفروض 12المرکزین و طول خط 6و  4هاي ) دو دایره به شعاع4

 باشد؟ 4ي ي دوم به فاصلهو از مرکز دایره 6ي به فاصله

 را بدست آورید. xایم. با توجه به مقادیر تعیین شده در شکل، را رسم کرده CC'و  BB'دو ارتفاع  ABC) در مثلث 5

 

 

MN) در شکل زیر 6 EF=
9

16
MBاست. مقدار  

EA
 یره است)مرکز دا O را بدست آورید.( 

 

 

'دو مماس بیرون هستند. مساحت مثلث بهدو 3و  2، 2هاي و شعاع O''و  O ،'O) سه دایره به مراکز 7 ''OO O  چقدر

 است؟

)ي متقاطع ) دو دایره8 ),C O R  و( )' ' , 'C O R ایم. ثابت کنید اند. مماس مشترك خارجی آنها را رسم کردهمفروض

 کند.امتداد وتر مشترك این دو دایره، مماس مشترك را نصف می

 

A 

B C D 

E 

A 
x 2

'C 'B 

3 x +1 

B C 
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AT) در شکل زیر، اگر 9 =  را بدست آورید. TT'است، طول  6برابر  ATT'باشد و بدانیم مساحت مثلث  4

 

  

اي مماس بر دو دایره و مماس خارجی آنها رسم اند. دایرهمفروض rو  Rهاي ي مماس خارج به شعاع) دو دایره10

 محاسبه کنید. rو  Rایم. شعاع این دایره را بر حسب کرده

)ي ) دو دایره11 ),C O R  و( )' ' , 'C O R ي بین دو مماس مشترك خارجی آنها ي زاویهمماس خارج هستند. اگر اندازه

α  : باشد، ثابت کنید ' '
'

R RSin R R
R R
−

= >
+

α
2

 

2به طول  CT"و  AT  ،'BT، سه مماس 2اي به شعاع بر دایره Cو  A  ،B) از نقاط 10  ABCاند. اگر مثلث رسم شده 3

 )80-الاضلاع باشد، مساحت مثلث چقدر است؟(آزادمتساوي

گذرد و بر می Aي تماس خطی که از نقطه Tز دایره و مرک Oشود. اگر دیده می 60ي با زاویه Aي از نقطه 2با شعاع  Cي ) دایره2

 )75-کدام است؟(سراسري AOTدایره مماس است، باشد، مساحت مثلث 

 

  

 

 

T 'T 

A 
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 محاطی محیطی و  هايچندضلعی

 ي محاطیمحیطی و دایره چندضلعی

هاي آن ي ضلعاي وجود داشته باشد که بر همهاگر و فقط اگر دایره یک چندضلعی محیطی است
 چندضلعی مماس باشد. 

ي چندضلعی را محیطی یا محیط بر دایره می نامند و دایره را محاط در چندضلعی یا دایره توجه:
 نامند.محاطی چندضلعی می

 مرکز دایره محاطی

نیم شعاع دایره در نقطه تماس بر خط مماس داچهارضلعی محیطی روبرو را در نظر بگیرید. می
عمود است. به عبارت دیگر فاصلۀ مرکز دایره تا خطی که بر آن مماس شده است برابر شعاع 

 هاي چهارضلعی به یک فاصله است. دایره است. بنابراین مرکز دایره محاطی از همۀ ضلع

ساز آن فاصله باشد، روي نیم دانیم هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به یکاز طرف دیگر، می
اند و این نقطه هاي داخلی آن همرسسازهاي زاویهتوان گفت اگر یک چندضلعی محیطی باشد، نیمزاویه قرار دارد. پس می

 توان گفت:اکنون می توان درستی عکس این مطلب را بررسی کرد.همرسی مرکز دایره محاطی است. به سادگی می

هاي داخلی آن همرس باشند. محل همرسی اگر و فقط اگر نیمسازهاي زاویهیک چندضلعی محیطی است، 
 نیمسازها مرکز دایرة محاطی چندضلعی است.

 هاي لوزي و مثلث را بررسی کنید.محیطی بودن چندضلعی مثال:

 

مساحت باشند. داریم:  Sشعاع دایره محاطی و  rنصف محیط،  Pضلعی محیطی،  nاگر در یک  قضیه:
sr
p

=  

 

 

 ضلعی محیطی 6

 ي محاطیدایره
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 ي محیطیچندضلعی محاطی و دایره

هاي آن اي وجود داشته باشد که از همۀ رأسیک چندضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دایره
 چندضلعی بگذرد. 

محاطی یا چندضلعی محاط بر دایره نامند و دایره را محیط بر چندضلعی را چندضلعی  این توجه:
 نامند.ضلعی میي محیطی چندیا دایره

 دایره محیطیمرکز 

کنیم. در این چهارضلعی محاطی روبرو را در نظر بگیرید. دایرة محیطی این چهارضلعی را رسم می
ها به یک فاصله است و این فاصله برابر شعاع دایرة چهارضلعی، مرکز دایرة محیطی از تمام رأس

 محیطی است.

خط به یک فاصله باشد، روي عمود منصف دو سر یک پاره اي که ازدانیم هر نقطهاز طرف دیگر، می
هاي این چهارضلعی است. این مطلب قابل تعمیم هاي ضلعمحل همرسی عمودمنصف Oخط قرار دارد. بنابراین آن پاره

 توان نتیجه گرفت:هاي محاطی است و عکس آن هم به سادگی قابل اثبات است. اکنون میضلعی nبراي 

هاي آن همرس باشند. محل همرسی هاي ضلعی است اگر و تنها اگر عمودمنصفیک چندضلعی محاط
 ها مرکز دایرة محیطی چندضلعی است.عمودمنصف

 هاي مستطیل و مثلث را بررسی کنید.محاطی بودن چندضلعی مثال:

 

 

 

 

 

 

 

 ي محیطیدایره

 ضلعی محاطی 6
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 هاي منتظم و دایرهچندضلعی

هاي آن با هم برابر آن با هم و همچنین تمام زاویه هايگوییم، هرگاه تمام ضلعیادآوري: یک چندضلعی را منتظم می

 الاضلاع و مربع به ترتیب سه ضلعی و چهارضلعی منتظم هستند.باشند. به عنوان مثال، مثلث متساوي

 هر چندضلعی منتظم قابل محاط شدن در یک دایره و همچنین قابل محیط شدن بر یک دایره است. قضیه:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نامیم.را که مرکز دایرة محاطی و مرکز دایره محیطی چندضلعی منتظم است، مرکز این چندضلعی می oنقطۀ  توجه:

هاي تقسیم را به طور متوالی به هم وصل کنیم، یک هاي مساوي تقسیم کنیم و نقطهاي را به کمان) اگر دایره1 نتیجه:
 آید.چندضلعی منتظم محاط در دایره پدید می

هایی بر دایره رسم کنیم، از برخورد هاي تقسیم مماسهاي مساوي تقسیم کنیم و در نقطهبه کمان اي را) اگر دایره2
 آید.هاي متوالی یک چندضلعی منتظم محیط بر دایره پدید میمماس
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 هاي محاطی مثلثدایره

-طی مثلث میاي محدایرهشوند را ضلع و خود یکی از اضلاع) بر آن مماس می 2ضلع مثلث(یا امتداد  3اي که هر دایره* 
 دارد. ي محاطی خارجیدایره 3و  ي محاطی داخلیدایره 1هر مثلث  نامند.

 ي محاطی داخلی : محل برخورد نیمسازهاي داخلیمرکز دایره* 

 نیمساز خارجی با امتداد یکی از نیمسازهاي داخلی 2هاي محاطی خارجی : محل برخورد مرکز دایره* 

 :برابر است با داخلیطی اي محشعاع دایره* 

 :) برابر است باBCي محاطی خارجی(مماس بر ضلع * شعاع دایره
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 شعاع دایره محاطی داخلی چقدر است؟ aالاضلاع به ضلع در مثلث متساوي مثال:

 

 

 

 اطی داخلی را بدست آورید.، شعاع دایرة مح8و  6هاي قائمۀ اي به ضلعالزاویهدر مثلث قائم مثال:

 

 

 

 با توجه به شکل مقابل ثابت کنید:  مثال:

AE AF P a
BE BD P b
CF CD P c

= = −
= = −
= = −
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 دایرة محیطی مثلث

هاي مثلث همرسند و نقطۀ همرسی آنها از سه رأس مثلث به یک دانیم سه عمود منصف ضلعمی
اي گاه دایرهباشد، آن ABCلث هاي مثنقطۀ همرسی سه عمود منصف ضلع Oفاصله است. پس اگر 

گذرد. در نتیجه مثلث قابل محاط رسم شود از هر سه رأس مثلث می OAو شعاع  Oکه به مرکز 
 شدن در یک دایره است، یعنی دایرة محیطی دارد.

 الزاویه، مرکز دایرة محیطی وسط وتر است.در مثلث قائم نکته:

 دلیل:

 

 

بنابراین ها است. ا همان نقطۀ تلاقی میانههتلاقی عمودمنصف الاضلاع نقطۀدر مثلث متساوي نکته:

هاي مثلث دانیم میانهها است. میدر شکل مقابل) نقطه تلاقی میانه Oمرکز دایره محیطی مثلث (

2مساوي  OAکنند. پس شعاع دایرة محیطی یعنی قطع می 1به  2یکدیگر را به نسبت 
3

ارتفاع  

AH توان نوشت:است. حال می 

 

4الاضلاعی اگر مساحت مثلث متساوي مثال:  گاه شعاع دایرة محیطی آن چقدر است؟باشد، آن 3

 

 

 المرکزین دو دایرة محیطی و محاطی خارجی آن چند است؟، طول خط3الاضلاعی به ضلع در مثلث متساوي مثال:

 

 

O 



50                                                                                                        
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abcRگاه شعاع دایرة محیطی آن باشد، آن Rمساحت مثلث و  S، اگر ABCثابت کنید در مثلث  :مسئله

S
=

4
  

 

 

 

 

 

 هاي محیطی چهارضلعی

توان علاوه بر بررسی شرط ها میها همواره محیطی نیستند. براي محیطی بودن چهارضلعیها،  چهارضلعیبرخلاف مثلث

 کنیم.سازها از موارد دیگري نیز استفاده کرد که در زیر مهمترین آنها را بیان میهمرسی نیم

ABمحیطی است، اگر و تنها اگر  ABCDثابت کنید چهارضلعی  :قضیه CD AD BC+ = +  
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 با دایره باشند، ABCD، نقاط تماس اضلاع چهارضلعی Sو  P ،Q ،Rاگر  مثال:

 آنگاه محیط این چهارضلعی را بدست آورید.

 

 

 

 91و  107، 72ن به ترتیب گذرند و اندازة سه ضلع متوالی آساز داخلی یک چهارضلعی از یک نقطه میسه نیم مثال:

 است. اندازه ضلع چهارم چقدر است؟

 

 

واحد مربع باشد، طول ساق  45محیط است. اگر مساحت ذوزنقه  3اي به شعاع الساقین بر دایرهیک ذوزنقه متساوي مثال:

 آن را بدست آورید.
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 بر دایره محیط شده است. مساحت آن چقدر است؟ ABCDالساقین ي متساويدر شکل زیر ذوزنقه مثال:

 

 

 

 

 محاطی هايچهارضلعی

توان علاوه بر بررسی شرط ها میطی بودن چهارضلعیمحاطی نیستند. براي لزوماً محاها چهارضلعیها، رخلاف مثلثب

 م.کنیها از موارد دیگري نیز استفاده کرد که در زیر مهمترین آنها را بیان میعمودمنصفهمرسی 

 ثابت کنید یک چهارضلعی محاطی است اگر و تنها اگر، زوایاي مقابل آن مکمل هم باشند. قضیه:

 

 

 

 

 

 

 

 

A B 

O 

D C 

2 

4 
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 ي دیگر کدام است؟است. قدرمطلق تفاضل دو زاویه 120و  80ي مجاور یک چهارضلعی محاطی دو زاویه مثال:

 

 

Mاگر بدانیم  در شکل مقابل، مثال: = α2  وN = α3.   اندازةα بر حسب درجه چقدر است؟ 

 

 

 

 

 را بدست آورید. xبا توجه به شکل  مثال:

 

 

 

 

 

 

N M 

E B 

A 

F 

x3 
x2 

x 
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 )4شماره ( تمارین

 الساقین باشد.، اگر و تنها اگر متساوي) ثابت کنید یک ذوزنقه، محاطی است1

 

 محاط شده باشد. Rاي به شعاع الاضلاعی را بدست آورید که در دایره) مساحت مثلث متساوي2

 

 

ساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روي دایرة محیطی مثلث قطع ) ثابت کنید عمود منصف یک ضلع هر مثلث و نیم3

 کنند.می

 

 

هم محیطی است و هم محاطی. ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است با میانگین حسابی دو قاعده آن یک ذوزنقه، ) 4

 ضرب در میانگین هندسی آنها.

 

 

 

 شعاع دایره محاطی داخلی باشد، نشان دهید: arهاي سه دایره محاطی خارجی مثلث و شعاع crو  ar  ،br) اگر 5

a b cr r r r
+ + =

1 1 1 1 
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 ارتفاع باشند، نشان دهید:  3هاي اندازه chو  ah  ،bhبه همین ترتیب اگر 

a b ch h h r
+ + =

1 1 1 1 

 

 

 

 

باشند، و  Pو  M ،Nبا اضلاع آن  ABCاگر نقاط تماس دایره محاطی داخلی مثلث الف) ) 6

T  وT هاي شامل دو ضلع باشند، نشان هاي تماس یک دایره محاطی خارجی با خطنقطه ′

 دهید:

AM AN p a
BN BP p b
CM CP p c
AT AT p

= = −
= = −
= = −

′= =

 

 

 

,باشد و   BCمحاطی خارجی با ضلع  نقطه تلاقی دایره Sب) اگر  ,AB AC BC= = =6 7 را محاسبه  PSاندازة  8

 کنید.
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هاي اندازه CDو  ABهاي منتظم محاطی و محیطی در آن در بگیرید. نشان دهید اگر ضلعی nو  r) یک دایره به شعاع 7

 :گاهضلعی منتظم محیطی و محاطی باشند، آن nهاي ضلع

tan

sin

AB r
n

CD r
n

=

=

1802

1802
  

 

 

 

 

 

 

مفروض است با امتداد دادن اضلاع شش ضلعی  ABCDEF) شش ضلعی منتظم 8

 ایم.را ساخته MNPمطابق شکل مقابل مثلث 

 الاضلاع است.متساوي MNPالف) نشان دهید 

 است. MNPب) نشان دهید مساحت شش ضلعی، دو سوم مساحت مثلث 

TH ،THدهاي درون شش ضلعی عمو Tج) از نقطۀ دلخواه  THو  ′ رسم کنید. با  AFو  BC ،EDرا به ترتیب بر  ′′

 است؟برابر  MNPهاي این سه عمود با کدام جزء از مثلث دانید(!) مجموع طولمی 1توجه به آنچه از هندسه 

 است؟ نشان دهید: MNPز مساحت مثلث چه کسري ا TAFو  TBC ،TDEهاي هاي مثلثمجموع مساحتد) 

TBC TDE TAF TAB TEF TCDS S S S S S+ + = + + 
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کنیم؛ چهارضلعی از یک دایره را رسم می BDو  AC) دو قطر عمود بر هم 9

ABCD هاي این مربع را رسم هاي ضلعیک مربع است؛ چرا؟ عمود منصف

  AMBQCPDNکنید تا دایره را قطع کنند. نشان دهید هشت ضلعی 

 م است.منتظ
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 سوالات تکمیلی

)ي دایره) 1 ),C O R هاي رسم شده از این نقطه بر دایره، برهم اي را تعیین کنید که مماسداده شده است. مکان هندسی نقطه

 عمود باشند.

 است؟ ي محاطی داخلیایرهي محیطی چند برابر مساحت دالاضلاع، مساحت دایره) در مثلث متساوي2

 
-ایم. اگر مساحت مثلث نصف نیماي را که وتر آن منطبق بر قطر است را محاط کردهالزاویهمثلث قائم Rاي به شعاع دایره) در نیم3

 ؟است Rدایره باشد، ارتفاع کدام مضرب از 

 کدام است؟ R، یک دایره محاط است. شعاع این دایره برحسب Rاي به شعاع ) در ربع دایره4

ي اي محاطی خارجی بر ضلع متوسط و امتداد دو ضلع دیگر مماس است.نقطهواحد، دایره 3و  5،  7) درمثلث با طول اضلاع 5

 کند؟تماس، ضلع متوسط را به کدام نسبت تقسیم می

 ي محاطی داخلی و محاطی خارجی کدام است؟المرکزین دو دایره، طول خط3لاضلاع به طول ضلع ا) در مثلث متساوي6

ایم تا این دو مماس یا بر دایره رسم کرده روي دایره، مماسی Dي ایم. از نقطهرا بر دایره رسم کرده AEو  AF) دو مماس 7

ABر ، مقداFو  Eروي دایره، بین  Dقطع کند. ثابت کنید با تغییر مکان  Cو  Bامتداد آنها را در  AC BC+  ثابت است. −

 

 

ي ي هندسی بین دو قاعدهي محاطی آن، واسطهالساقین بر یک دایره محیط است. ثابت کنید قطر دایرهي متساوي) ذوزنقه8

 ذوزنقه است.

aبراي مثلث  Iهاي محاطی مثلث باشند، مرکز دایره cIو  I ،aI ،bI) اگر 9 b cI I I اي است؟چه نقطه 

 

 

A E 

F 

C 

B 

D 
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 کمان درخور(حاوي) یک زاویه مجله ریاضی:

ACBرا طوري قرار دهیم که  C يخواهیم نقطهداده شده است. می ABخط ** پاره α=  باشد. تمامی نقاطی از صفحه

خط رهروبرو به پا αي دهند که آن شکل کمان درخور زاویهتواند در آنها قرار گیرد باهم تشکیل یک شکل میمی Cکه 

AB .خط (دقت کنید که پارهاستAB باشد ولی شامل ثابت است و کمان درخور همیشه شامل دو کمان از دو دایره میA  وB (.نیست 

خط توان پاره: مکان هندسی نقاطی از صفحه است که از آنها می ABخط وابسته به پاره αي ** کمان درخور زاویه

AB ي را با زاویهα ي متقاطع است.رویت کرد. این مکان، قسمتی از دو دایره 

ي مساوي هایی از دو دایرهگذرند، کماني ثابت میکه اضلاعش از دو نقطه αاي برابر ندسی راس زاویه: مکان ه قضیه

 کتاب) 64و  36، 62(اثبات در صفحات است. α2ي مرکزي روبرو به وتر مشترك آنها برابر گذرند و زاویهي ثابت میاست که از آن دو نقطه

 نامیم.می Hرا  ABخط گیریم. آنها را به هم وصل کرده، وسط پارهرا در یک صفحه در نظر می Bو  Aي ثابت برهان : دو نقطه

 را چنان رسم  Pxخط ، نیم∆واقع بر خط  Pي دلخواه کنیم. از نقطهرا رسم می ABخط ، عمودمنصف پاره∆آنگاه خط 

Hکنیم که می Px α= ي طهباشد. از نقA  خطی موازيPx ي را در نقطه ∆نماییم تا خط رسم میO .قطع کند 

AEBي کمان گذرد و اندازهنیز می Bي کنیم. این دایره از نقطهمییک دایره رسم  OAو به شعاع  Oبه مرکز  α= 2  

 گذرند، زیرا :می Bو  Aي از دو نقطه است که اضلاعش αاي برابر مکان هندسی مورد نظر، یعنی مکان هندسی راس زاویه AFBاست(چرا؟). کمان 

 وصل کنیم، Bو  Aي که روي این کمان باشد و از این نقطه به دو نقطه M) هر نقطه مانند 1(

AMي ي زاویههانداز B  برابرα  : است، چون

AEBAM B α α= = =
2

2 2
 

ANB، راس هر زاویه مانند Nي ) نقطه2( α= ي ثابت که اضلاعش از دو نقطهA  وB گذرد و در طرف کمان میAFB  واقع است، روي کمانAFB 

)ي روي این کمان نباشد، یا داخل دایره Nي قرار دارد. زیرا اگر نقطه ),C O R ،که در این صورت  واقع استANB α> 

ANBخارج این دایره قرار دارد که در این صورت  Nي خواهد بود، یا نقطه α< ي است. زیرا اگر در حالت نخست نقطه

 وصل کنیم، داریم : Bبه  M'بنامیم و از  M'با دایره را  ANبرخورد امتداد 

  



  

'' ' 'AM BANB AM B M BN ANB M BN ANBα α α== + → = + → > 
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ANBي برخورد و در حالت دوم، اگر نقطه α=  با دایره راANB α= : بنامیم، داریم 

  



  

'' ' 'AM BANB AM B M BN ANB M BN ANBα α α== − → = − → < 

 

 

روبرو  αي است. این کمان، کمان درخور یا کمان حاوي زاویه AFBروي کمان  Nي بنابراین، در هر دو حالت، نتیجه بدست آمده خلاف فرض است. در نتیجه نقطه

 شود.، نامیده میABخط ه به پارهیا وابست

 قطع کند، و O'ي را در نقطه ABخط رسم کنیم تا عمودمنصف پاره Pxخطی موازي  Bي که از نقطهدر صورتی

'و به شعاع  O'اي به مرکز پس دایرهس 'O A O B= خط رسم نماییم تا عمودمنصف پارهAB  را در نقاط 

'E  و'F  قطع کند(شکل روبرو)، کمان'AF B ي نیز کمان درخور زاویهα خط روبرو به پارهAB .است 

 

 هایی از گذرند کمانمی Bو  Aي ثابت که اضلاعش از دو نقطه αاي برابر بنابراین، مکان هندسی راس زاویه

 است. α2ي مرکزي روبرو به وتر مشترك آنها، برابر کنند و زاویهمرور می Bو  Aي مساوي است که بر دو دایره

'AEو  AEBهاي : کمان 1نتیجه  B  از دو دایره شکل بالا، کمان درخور زاویهα−180 خط روبرو به پارهAB .هستند 

 است. ABاي به قطر دایره، ABخط روبرو به پاره 90ي : کمان درخور زاویه 2نتیجه 

 نیستند. α−180یا  αي جزء کمان درخور زاویه Bو  Aي نکته : در هر یک از حالات ذکر شده، دو نقطه

aRبخشی از آن است،  aبه طول  BCخط روبرو به پاره αي اي که کمان درخور زاویهدایره : شعاع 3نتیجه 
Sinα

=
2

و  

، برابر با BCي مرکز دایره از وتر فاصله
tan

aOH
α

=
2

 است. 
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